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VORREDE. 



J^i ach einer kurzen aber glänzenden wissenschaftlichen 
Laufbahn starb Professor Dr. August Beer hier zu Bonn 
am 18. November 1863. Der Tod unterbrach seine rast- 
lose Thätigkeit. Ihm war es nicht beschieden, was er in 
anspruchsloser Bescheidenheit geschaffen, der Oeffentlich- 
keit zu übergeben; er sollte nicht mit eigenen Augen se- 
hen, wie die Arbeit, auf welche sich während eines De- 
cenniums die geistige Kraft seines Lebens concentrirt hatte, 
eine lohnende Anerkennung fände und zur Hebung der 
Wissenschaft beitrüge. Nur die eine hohe Befriedigung, 
welche im Schaffen selbst liegt, ward ihm zu Theil. 

Beer wurde am 1. August 1825 zu Trier geboren. 
Unter der Leitung seines Vaters, der die Beschäftigung 
mit dem klassischen Alterthume, in idealer Lebensauffas- 
sung, mit dem alltäglichen Geschäftsverkehre zu verbin- 
den verstand, machte er die Realschule und dann die hö- 
heren Klassen des Gymnasiums seiner Vaterstadt durch. 
Mit vielseitigen und gründlichen Kenntnissen ausgerüstet. 
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besuchte er im Herbste 1845 die hiesige Universität, wo 
er das Studium der Mathematik und der Naturwissen- 
schaften zu seinem Lebensberufe wählte. Seitdem gehörte 
er unserer Universität im vollen Sinne des Wortes an. 
Die Universalität seines Geistes gab sich hier darin kund, 
dass er die sämmtlichen Naturwissenschaften mit Liebe 
umfasste und in jeder derselben ein eingehendes Wissen 
sich erwarb. Bald aber concentrirte er seine Thätigkeit 
auf Mathematik und Physik. Nach dem ersten Jahre sei- 
ner akademischen Studien trat er mit mir dadurch in ein 
näheres Verhältniss, dass er auf dem physikalischen Cabi- 
nette Assistent wurde. In dieser Stellung leistete er mir 
hülfreiche Hand bei meinen eigenen Arbeiten und wurde 
bald mein gleichberechtigter Mitarbeiter, was er auch nach 
vollendeten Studien längere Zeit noch blieb. Er docto- 
rirte im Jahre 1848 auf Grund einer Abhandlung „de 
situ axium opticorum in crystallis biaxibus", die früher 
den Preis bei der philosophischen Facultät erhalten hatte, 
bestand gleich nachher die Prüfung pro facultate docendi 
und habilitirte sich im Herbste 1850 bei der Universität 
als Privatdocent. Zwei Jahre hindurch ertheilte er als 
Candidat des höheren Schulamtes an dem hiesigen Gym- 
nasium mathematischen und naturwissenschaftlichen Unter- 
richt, dem er seine ganze Liebe widmete. Aber dann erst 
erhielt seine Lehrthätigkeit ihre angemessene Entwick- 
lung, als er ganz zur Universität übertrat, wo er sowohl 
durch die Klarheit und Bestimmtheit seines Vortrages als 
durch die Freundlichkeit seines ganzen Wesens eine im- 
mer grössere Anzahl von Schülern an sich fesselte. Im 
Jahre 1855 wurde er auf den einstimmigen und nach- 
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driicklichen Vorschlag der Facultät zum ausserordent- 
lichen, zwei Jahre später zum ordentlichen Professor er- 
nannt. 

Meine Aufgabe ist es nicht, seine in Zeitschriften zer- 
streute Abhandlungen einzeln hier aufzuzählen und zu 
würdigen. Ebenso erwähne ich bloss die im Geiste der 
neueren analytischen Geometrie abgefassten, 1852 in Bonn 
bei Marcus erschienenen: ,,Tabulae curvarum quarti or- 
dinis symmetricarum asymptotis rectis et linea fundamen- 
taU reeta praeditarum." Seine litterarische Thätigkeit 
wendete sich bald vorzugsweise der Optik zu. Im Jahre 
1853 erschien seine „Einleitung in die höhere Optik ^^ 
(Braunschweig bei Fr. Vieweg und Sohn) und bald 
nachher eine französische Uebersetzung derselben von 
Herrn Forthomme. Die mathematische Theorie des Lich- 
tes ist einer der schönsten wissenschaftlichen Triumphe, 
welche der menschliche Geist während der ersten Hälfte 
dieses Jahrhunderts feierte. Aber es war eine mühsame 
Arbeit, die verschiedenen Abhandlungen, welche zur Aus- 
bildung derselben beitrugen und mehrfach uhter dem Sie- 
gel der Originalität ihrer Verfasser noch ungelöste Räth- 
sel enthielten, auf ihren einfachsten Ausdruck zurückzu- 
führen und einem allgemeinen Gesichtspunkte unterzuord- 
' nen. Das that Beer in seiner „Einleitung" und erwarb 
sich dadurch den Dank Vieler, denen er die abstracten 
Lehren zugänglich machte. Ich erwähne hier noch eine 
im folgenden- Jahre ebenfalls in Braunschweig erschie- 
nene Schrift: „Grundriss des photoraetrischen Calcüls" 
die sich enge an die „Photometria", welche Lambert 
1790 veröflfentlichte , anschliesst. Sie ist ein Tribut der 
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Verehrung für diesen grossen Mathematiker und mehr 
als eine Episode in den litterarischen Arbeiten Beer 's 
anzusehen. Durch die Einleitung in die höhere Optik war 
die specielle Richtung seiner wissenschaftliehen Thätigkeit 
bestimmt worden; gleich nach Vollendung des Werkes 
fasste er den Gedanken, unter demselben Gesichtspunkte 
die mathematische Theorie aller Theile der Physik zu 
behandeln. Er führte diesen Gedanken mit unermüd- 
lichem Fleisse, leider mit zu wenig Rücksicht auf seine 
Gesundheit, aus, und schon seit mehreren Jahren lagen 
sieben in sich abgeschlossene Arbeiten unter dem be- 
scheidenen Titel „Einleitungen" vor: Die Einleitung in 
die Elektrostatik, die Lehre vom Magnetismus, 
die Elektrodynamik, die Lehre von der Elastici- 
tät, die Lehre von der Capillarität, die Wärme- 
lehre und eine zweite Einleitung in die Optik, wel- 
che, der bereits im Drucke erschienenen sich anreihend, 
die in dieser gezogenen Grenzen weiter rückt. Mit der 
grössten Sorgfalt arbeitete er jede der Einleitungen mehr- 
mals um, so dass man sagen kann, er habe mit dem 
Manuscripte das vorgenommen, was sonst erst spätere 
Auflagen bringen. Er schob immer die Herausgabe wei- 
ter hinaus und erst im Angesichte des Todes übergab er 
mir zu diesem Zwecke drei der Einleitungen, welche die 
elektrisch - magnetischen Disciplinen zum Gegenstande ha- 
ben und, für sich ein Ganzes bUdend, einen Band aus- 
füllen, der sich der Einleitung in die höhere Optik zur 
Seite stellt. Ausser einigen Aenderungen und Fortlassun- 
gen, welche der Verstorbene selbst bezeichnet hatte, ist 
Alles gewissenhaft so abgedruckt, wie derselbe es nieder- 
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geschrieben. Die Herausgabe wurde mir dadurch leicht 
gemacht, dass Herr Giesen, gegenwärtig Rector der hö- 
lieren Bürgerschule in Düren, nicht nur die Correctur be- 
sorgte, sondern auch alle analytischen Entwicklungen und 
Rechnungen während des Druckes nochmals verificirt hat. 
So war es der ausgesprochene Wunsch ßeer's, der Herrn 
Giesen hochschätzte. 

Mit der Herausgabe des vorliegenden Bandes ist der 
mir gewordene Auftrag erfüllt. Auch die vier übrigen 
Einleitungen sind mir anvertraut, aber ohne irgend eine 
Weisung, der Verstorbene konnte sich nicht mehr dar- 
über aussprechen. Meine Verantwortlichkeit ist hierbei 
eine grosse, ich kann über ihre vollständige oder theUweise 
Veröffentlichung einen Entschluss* erst dann fassen, wenn 
ich selbst in ihren ganzen Inhalt eine genaue Einsicht ge- 
nommen habe. Ich rechne dabei insbesondere auf die treue 
und sachkundige Unterstützung meines bisherigen Mit- 
arbeiters. 

Beer in seiner liebenswürdigen Persönlichkeit wird in 
dem Andenken aller derjenigen fortleben, die ihm näher 
getreten sind. Jedem Parteitreiben fremd, gehörte er zu 
den, namentlich im akademischen Leben , so seltenen Aus- 
nahmen von Männern, die nur Freunde, keine Feinde ha- 
ben. Das trat namentlich in der allgemeinen Theilnahme 
hervor, die er erfuhr, als ihn jene qualvolle Krankheit er- 
reichte, die wechselnd, bald in naher, bal4 in ferner Zu- 
kunft den sichern Tod zeigt. Das sprach sich aus in dem 
zahlreichen Zuge, der ihn, welcher ganz zurückgezogen 
gelebt, auf seinem letzten Wege begleitete, als unter den 
Ausbrüchen des Gefühles der umstehenden Freunde und 
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Schüler, das sich nicht mehr zurückhalten liess, die sterb- 
lichen Reste, geweiht durch die Thränen, welche Hiebe 
der Liebe opfert, der Erde anvertraut wurden. Ich habe 
nie bei ähnlichen Fällen einen solchen Ausdruck der Trauer 
gesehen, und jeder, der zugegen war, musste sich sagen: 
in Beer ist ein hoher seliger Geist von uns geschieden. 



Ich habe über den Inhalt der vorliegenden Schrift hier 
nichts hinzuzufügen; sie wird die Anerkennung finden, die 
sie verdient. Nur eine letzte Pflicht liegt mir noch ob, 
diesen Blättern, im Geiste des Verstorbenen, noch ein 
Blatt hinzuzufügen, das den Namen eines nahe neunzig- 
jährigen Greises trägt: ein Denkmal der Pietät des Sohnes. 

Bonn, den 27. März 1865. 

P 1 ü c k e r. 
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PRmCIPIEN DER ELEKTROSTATIK. 



Die mathematische Theorie der elektrostatischen Erscheinungen 
geht von der Annahme zweier in einem gewissen Gegensatz zu 
einander stehender Fluida aus, die als Hülfsvorstellungen an 
die Stelle zweier einander entgegengesetzter Zustände gesetzt 
werden. Wenn ein Yolumelement mit Glaselektricität geladen 
ist, so denken wir ims seinen elektrischen Zustand dadurch be- 
stimmt, dass es mit einem gewissen Quantum des positiven 
elektrischen Fluidums gefüllt ist. Dieses Quantum lässt sich 
durch das Product aus dem Volumen des Elementes und der 
Dichtigkeit des Fluidums darstellen. Analoges wie für die 
Glaselektricität gilt für die Harzelektricität , welche wir auf 
das negative elektrische Fluidum zurückführen. Ueber die 
Wechselwirkung elektrischer Quanta oder elektrischer Massen 
werden folgende auf die Erfahrung basirte Annahmen gemacht 
Die elektrischen Massen q und q\ welche zwei Körperelemente 
mit den Volumina dk und dk' erfüllen, stossen einander mit 
gleicher Kraft ab, wenn sie gleichartig sind, sie ziehen einander 
mit gleicher Kraft an, wenn sie entgegengesetzter Natur sind 
und die Richtung der Wii'kung fallt in die Verbindungslinie 
beider Elemente. Was die Grösse der Wirkung betrifft, so ist 
sie der einen wie der anderen Quantität proportional. Ausser- 
dem ist sie von der Entfernung der Elemente in der Art ab« 
hängig, dass sie dem reciproken Quadrate derselben proportional 
ist. Wenn wir hiemach dm'ch q, q' die Dichtigkeiten der 

Beer, Elektrostatik. Y 
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Massen bezeichnen , und die Dichtigkeit je nachdem die betref- 
fende Elektricität die Glas- oder Harzelektricität ist bezüglich 
als positive oder negative Grösse einführen, und wenn ferner r 
die Entfernung der Massen, a eine gewisse Constante bedeutet, 
so stellt sich die fragliche Kraft dar durch den Ausdruck; 

«•77 = « ^2 ' 

und es findet, jenachdem dieser Ausdruck einen positiven oder 
negativen Werth hat, bezüglich eine Abstossung oder Anzie- 
hung statt. Die Art, wie sich die Wirkung des einen elektri- 
schen Quantums, wir wollen sagen die des ersten, auf das zweite 
äussert, hängt von der Wechselwirkung zwischen diesem letz- 
teren Quantum und der wägbaren Materie in dem Räume des 
zweiten Elementes ab. Gehört das zweite Element einem Kör- 
per an, der eine ungehinderte Bewegung der Elektricität zu- 
lässt, so wird die in ihm enthaltene Elektricität in Folge Asx 

r 

Einwirkung des ersten Elementes in Bewegung gerathen. Kör- 1 
per dieser Art nennen wir vollkommene Leiter; zu ihnen können 
wir unter anderen die Metalle zählen, in deren Innerem die Elek- 
tricität nie längere Zeit halten bleibt. Wenn aber das fragliche 
Element einem Stoffe angehört, welcher durchaus keine Bewe- 
gung der Elektricität zulässt, so überträgt sich die Wirkui^ 
zwischen dem ersten elektrischen Quantum und dem in dem 
Elemente enthaltenen auf die ponderable Materie des letzteren, 
und äussert sich durch Bewegung derselben, wenn eine solche 
gestattet ist. Körper dieser zweiten Art nennen wir voUkom* 
mene Isolatoren und die erwähnte charakteristische Eigenschaft 
derselben besitzen unter anderen wenigstens annähernd das Glafl^ 
die Harze, die trockenen Gase; denn die elektrischen Zustands- 
änderungen dieser Stoffe gehen im Allgemeinen nur langsam 
vor sich. Endlich möge noch des Falles gedacht werden, wo . 
das zweite Element von einem isolirenden nicht elektrisirten,g 
Mittel, etwa einem trockenen Gase, umgeben ist. Es leuchieitti 
ein, dass sich hier hinsichtlich der Einwirkung, welche das Ele- 
ment erleidet, die Sachen stets so verhalten, als ob sich die elek- 
trische Wirkung ohne Weiteres auf die im Elemente enthaltene 
ponderable Materie übertrüge, mag nun diese letztere zu den 
leitenden oder zu den isolirenden Stoffen gehören. 
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Hier kann also auch aus dem mechanischen Verhalten des 
emeniesauf die Wirkung geschlossen werden, welche die in Uim 
thaltene Elektricität erleidet. Mit diesem letzteren Falle ha- 
n wir es bei den sogleich zu erwähnenden Versuchen zu thun, 
sofern als ein Körper von verhältnissmässig kleinen Dimen- 
)nen, der an einem isolirenden Halter oder Träger befestigt, 
»rigens aber von Luft umgeben ist, annähernd mit dem be- 
sichteten Elemente übereinkommt 

Von den zahlreichen Erfahrungen, durch welche die Ab- 
Lngigkeit zwischen der elektrischen Wirkung und der Distanz, 
ie sie in dem Grundgesetze ausgesprochen ist, bewiesen wird, 
eilen wir folgenden von Riess (die Lehre von der Reibungs- 
sktricität. 1853) angestellten Versuch mit. Der Balken einer 
oulomb'schen Drehwage, mit einer Kugel versehen, deren 
adius im Vergleich mit der Länge des Balkens klein war, 
orde mittelst des oberen Torsionskreises auf den Nullpunkt 
T unteren Skala und damit zugleich zur Berührung mit der 
landkugel gebracht, deren Dunension ebenfalls im Vergleich 
it der Länge des Wagebalkens klein war. Die sich berüh- 
nden Kugeln wurden hierauf elektrisirt; die bewegliche Kugel 
orde abgestossen und kam nach einigen Schwankungen des 
^agebalkens bei einer Elongätion von 42^ zur Ruhe. Hierauf 
Tirde der Torsionskreis in einer der stattgehabten Bewegung 
es Wagebalkens entgegengesetzten Richtung um 70« gedreht, 
^ zur Folge hatte, dass sich der Wagebalken der Anfangslage 
äherte und -bei einer Elongätion von 28^ zur Ruhe kam. End- 
A kam nach einer weiteren Vergrösserung der Torsion um 
0* die Ruhelage in das Azimut 28^ zu liegen. 

Bezeichnen wir fiir einen der drei Fälle des Gleichgewich- 
» durch q) die Elongätion des Wagebalkens, durch l seine 
Änge, sowie durch q und q' die an den Kugeln haftenden 
lektricitätsmengen, so ist, dem: Grundgesetze zufolge, die am 
nde des Balkens wirkende Kraft: 

aqgf 



(l sin JJ 



Für diese Kraft kann man aber setzen eine in der Mitte 
s Wagebalkens angreifende gleich grosse und gleich gerich- 
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tete Kraft, deren Wirkung ausser Acht gelassen werden k 
und ein Qegenpaar, dessen Moment sich ausdrückt durch: 



a(ii 



2 Z . sin ^ . iang ~ 



Andererseits wirkt an dem Wagebalken die Torsion des 
dens, deren Wirkung einem Gegenpaare mit dem Momente 
gleichkommt, wenn ö der Torsionswinkel und r das Torsi 
moment des Fadens fiir eine Drehung von 1® ist Für den 
des Gleichgewichtes ist dann: 

und der rechterhand stehende Ausdruck müsste für die 
Fälle des Versuches denselben Werth erlangen. Man fii 
aber, indem man die den Torsionen 42®, 98®, 133® entsprecl 
den Ausschläge 42®, 28®, 23® einsetzt, bezüglich die We 
0,578, 0,591, 0,539. Die Differenz der beiden ersten Za 
kann den Beobachtungsfehlern zugeschrieben werden, die I) 
renz der ersten und letzten aber lässt sich erklären theils 
dem Verluste an Elektricität, den die elektrischen Körper di 
die Berührung mit der Luft erleiden, theils aus dem Umsta 
dass die Dimensionen der Kugeln im Vergleich mit ihrer Dis 
noch zu gross waren. Dem Grundgesetze zufolge ist die c 
trische Wirkung zwischen zwei körperlichen Elementen bei 
selben Distanz mit jedem der in ihnen enthaltenen Qu; 
proportional. Um auch diesen zweiten Theil des Ges€ 
wenigstens für einen besonderen Fall zu prüfen, kann man 
folgt verfahren. Nachdem die Kugeln der Drehwage elekti 
und die Torsion bestimmt worden, welche der elektrischen ' 
kung das Gleichgewicht hält, berühre man die Standkugel 
einer isolirten, ihr an Grösse gleichen xmd ebenfalls leitei 
Kugel. Die Elektricität der Standkugel vertheilt sich zu 
chen Theilen auf beide einander berührende Kugeln, und 
Standkugel behält, wenn die andere Kugel von ihr entf 
wird, die Hälfte ihrer ursprünglichen Ladung. Man wird 
dann finden, dass auch die Torsion, welche jetzt der elektris( 
Wirkung zwischen den beiden Kugeln der Wage für dies 
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Distanz wie zuvor das Gleichgewicht hält^ nur halb so gross 
wie die zuerst bestimmte Torsion ist. 

Es ist hier der Ort, noch einige Bemerkungen über den 
oben berührten Umstand, dass die elektrisirten Körper ihre 
Ladung aUmälig an die Luft abgeben, zu machen. ^• 

Linerhalb gewisser Grenzen darf man annehmen, dass unter 
übrigens gleichen Umständen der Verlust an Elektricität, wel- 
chen ein elektrisirter leitender Körper durch den Einfluss der 
Luft erleidet, mit der in dem Körper enthaltenen Menge pro- 
portional ist Bezeichnen wir letztere durch g, die Zeit durch t, 

so ist also: 

dq = — kq . dt, 

wo X einen gewissen Coefficientcn, die Hälfte des sogenannten 
Zerstreuungscoefficienten, darstellt. Man hat hiemach, wenn 
g« die der Zeit to entsprechende Menge und e die Basis der 
natürlichen Logarithmen bedeutet: 

q = qf^e"^^'-^^ . 

Mit Hülfe dieser Formel ist man im Stande, die Anzeigen 
der Torsionswage auf eine und dieselbe Zeit zu reduciren, sobald 
der Zerstreuungscoefficient bekannt ist. Um aber letzteren zu 
bestimmen, kann man wie folgt verfahren. Nachdem die bei- 
den Kugeln der Drehwage zur Berührung gebracht und gemein- 
schaftlich elektrisirt worden sind, ermittele man die Torsionen, 
welche bei gleicher Elongation des Wagebalkens in zwei auf- 
einander folgenden Zeitpunkten den Abstossungskräften das 
Gleichgewicht halten. Findet man Ox, 0^ fiir die den Zeiten 
^, <j entsprechenden Torsionswinkel, so hat man: 

_ log Ol —logfk 
tj — ti 

Für den Zerstreuungscoefficienten fand Coulomb*) von einem 
Tage zum anderen sehr verschiedene Werthe, wonach denn die 
Anwendung der oben aufgestellten Reductioiisformel zu beschrän- 
ken ist. Andererseits aber erhielt er für kleinere Zeiträume stets 
denselben Werth, als er das Verhältniss der Radien und der 
Ladungen, sowie den Stoff der beiden Kugeln in der Drehwage 



*) Biet, Traite de phyiique experimentale et mathematique. 1816. 
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änderte, ferner auch als er an die Stelle der Kugeln andere 
Formen treten Hess. Von der Natur der Elektricität ist nach 
Versuchen von Biot der ZerstreuungscoeflBicient ebenfalls un- 
abhängig. 

Ausser dem im Obigen erörterten Grundgesetze für die elek- 
trische Wirkung muss zur Erklärung der elektrostatischen Er- 

* 

scheinungen noch die Annahme gemacht werden, dass sich aus 
jedem Elemente eines vollkommen leitenden Körpers durch elek- 
trische Einwirkung beide Elektricitätsarten ins Unbegrenzte 
entwickeln lassen imd zwar beide in gleichen Quantitäten, dass 
hingegen die Natur der vollkommenen Isolatoren eine solche 
Scheidung der elektrischen Fluida nicht gestattet. 

Für die Constante, welche im Vorhergehenden durch a be- 
zeichnet wurde, werden wir in der Folge die Einheit setzen. 
Es kommt dies darauf hinaus, als Einheit der Elektricität das- '. 
jenige Quantum positiver Elektricität anzunehmen, welches, in . 
einen Punkt concentrirt, auf ein gleiches, ebenfalls in einen \ 
Punkt concentrirtes Quantum mit der Kraft Eins wirkt, wenn 
die Entfernung beider Quanta gleich Eins ist. Die Einheit der 
Kraft ist diejenige Kraft, welche der Masseneinheit die Ge- 
schwindigkeit Eins ertheilt, wenn sie auf diese Masse während 
einer Zeiteinheit wirkt. Als Einheit der Linie nehmen wir 
aber an das Centimeter, als Einheit der Masse die eines Gram- 
mes und als Einheit der Zeit die Secunde. 



II. 



VOM POTENTIAL EIJUKTRISCHER MASSEN. 



1. Da die Form des Grundgesetzes für die elektrische Wir- 
kung mit der für die allgemeine Anziehung der Materie iden- 
tisch ist, so leuchtet ein, dass die Potentialfunction wie in der 
Gravitationslehre, so auch in der Elektrostatik eine häufige und 
vortheilhafte Anwendung finden werde. Unter dem Potentiale 
elektrischer Massen, die in beliebiger Weise durch einen Raum 
yertheilt sind, verstehen wir aber den Ausdruck 



/ 



M* _ Y 



"WO dk ein körperliches Element des Raumes bedeutet, q die 
in diesem Elemente herrschende Dichtigkeit der Elektricität, r 
die Entfernung desselben Elementes von einem und demselben 
beliebig gelegenen Punkte P und wo endlich die Summation 
sich über sämmtliche Elemente des geladenen Raumes erstreckt. 
Der Werth des Potentials V ändert sich mit der Lage des Punk- 
tes F und ist bei constanter Ladung blos eine Function der 
Coordinaten dieses Punkties, auf den es sich bezieht. Wenn sich 
der Punkt P continuirlicher Weise bewegt, so ändert sich auch 
der entsprechende Potentialwerth im Allgemeinen stetig, des- 
gleichen die ersten partiellen Diiferentialquotienten in Bezug 
auf die Coordinaten. 

Eine klare Vorstellung von dem Verlaufe der Potentialfunc- 
tion gewinnt man durch Betrachtung der Flächen, welche sich 
durch die Gleichung 

V = constans 
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darstellen, und von welchen die einzelne erhalten wird, wenn 
man der rechts auftretenden Constante einen bestimmten Werth 
beilegt. Man nennt diese Flächen wegen der Rolle, welche sie 
in der Hydrostatik spielen, Niveauflächen oder Gleichgewichts- 
flächen. In allen Punkten einer Niveaufläche hat also das Po- 
tential einen und denselben Werth. Durch einen jeden Punkt 
des Raumes lässt sich stets eine und im Allgemeinen nur eine 
einzige Niveaufläche legen. 

Die Gruppe von Linien, welche das System der Niveau- 
flächen senkrecht durchschneiden, nennt man aus bald entge- 
gentretenden Gründen Kraftlinien. Durch jeden Punkt des 
Raumes geht stets eine und zwar im Allgemeinen nur eine ein- 
zige Kraftlinie. Bezeichnen x^ y, z rechtwinklige Coordinaten, 
dXy dy, dis die Projectionen eines Bogenelementes einer Kraft- 
linie auf die Axen, so lassen sich die aus der Definition folgen- 
den simultanen Differentialgleichungen der Kraftlinien wie folgt 
Schreiben: 

^ ^ ^ ^y äV' dV 

ax : dy : dz = -j— : -5— : -5— • 
^ dx dy dz 

Die Kraftlinien können als die Durchschnittslinien zweier 
Gruppen von Flächen angesehen werden, von welchen die eine 
Gruppe die andere rechtwinklig schneidet und welche beide 
die Gruppe der Niveauflächen imter rechten Winkeln treffen, 
so dass sie also mit dieser ein System dreier Gruppen von so- 
genannten Orthogonalflächen bilden. Je zwei der Orthogonal- 
flächen, welche verschiedenen Gruppen angehören, schneiden 
sich längs einer gemeinsamen Krümmungslinie. 

Das Potential nähert sich mit wachsender Entfernung von 
den erzeugenden Massen einer bestimn^ten Grenzform, übar 
welche die Entwicklung nach fallenden Potenzen der Entfer- 
nung von einem Punkte der Massen Aufschluss giebt. Es sei 
nämlich qi die Quantität des positiven, — q2 die Quantität des 
negativen Theiles der Massen. Femer seien Oi und O2 die 
Schwerpunkte der genannten Theile, d. h. zwei Punkte, deren 
Lage von der Vertheilung der betreffenden Massen in gleicher 
Weise abhängt wie die Lage des Schwerpunktes gewöhnlicher 
Massen von der Vertheilung dieser Massen. Die Länge der 
Linie Oi O2 sei Z, ihr Mittelpunkt 0. Endlich werde durch B 
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lie Entfernmig eines Punktes P von und durch 8 der 
V^inkel bezeichnet, welchen die Richtung OP mit der Eich- 
ung 0, Ol bildet. Man findet alsdann für das Potential im 
WkteP: 

F — g^~"^« _L (gl + gi) ? cos 8 

~ R '^ 2 B« -^ • • • 

Das Potential nähert sich hiernach mit wachsender Entfer- 
lung von den elektrischen Massen, unter Q die Gesanimtquan- 
ität der letzteren verstanden, dem Ausdrucke 

Q 

Wenn die elektrischen Massen aus zwei entgegengesetzt 
gleichen Theilen bestehen, so erhält man, unter q die absolute 
Quantität eines jener Theile verstanden, die Grenzform 

q l cos d 

Das hier auftretende Product ql entspricht der Grösse, 
welche man bei magnetischen Massen das magnetische Moment 

nennt. 

2. Die Wirkung elektrischer Massen auf ein Quantum 
Elektricität q, das in einen beliebigen Punkt P des Baumes 
concentrirt ist, lässt sich in anschaulicher Weise mit Hülfe des 
Potentiales jener Massen näher bestimmen. Wir lassen diese 
Bestimmung folgen, indem wir dem Leser die analytische Ab- 
leitung derselben, welche keine Schwierigkeit darbietet, über- 
lassen. 

Durch den Punkt P legen wir eine Niveaufläche und be- 
zeichnen die von innen nach aussen gerichtete Normale dieser 
Fläche, welche die Kraftlinie in P berührt, durch PN, sowie 

eine Difierentiation nach dieser Normale durch ' ' ' • Die Kraft, 

(IN 

welche auf die Masse q wirkt, drückt sich alsdann aus durch 

dV 
^ (IN' 

und jene Kraft wirkt, wenn dieser Ausdruck positiv ist, in der 
Bichtung von N nach P, wenn er aber negativ ist, in der Rich- 
tung von P nach N^ so dass also die Masse q, wenn sie frei 
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wäre, sich so bewegen würde, dass der Ausdruck qV allemal 
abnimmt, d. h. einen negativen Zuwachs erlangt. 

Für die Componente der soeben betrachteten Wirkung 
nach einer Richtung P-M, die mit PN den Winkel g? ein- 

schliesst, findet man, wenn durch -r=^^ eine DiflFerentiation nach 

P M angedeutet wird : 

dV dV 

q^eos^ = qj^. 

Ins Besondere hat man also fui* die Componenten nach 
den Coordinatenaxen; 

dV dV dV 



Q 



dx' ^ dy' ^ dz 



d V 
Die Grösse — ^-^ nennt man das Gefälle des Potentiales 

dM 

in der Richtung PM, und dem entsprechend werden wir die 

dV . 

entgegengesetzt gleiche Grösse -r^ die Steigung des Potentiales 

in derselben Richtung nennen. Das Gefälle stellt die in die 
Richtung PM fallende Componente der Kraft dar, mit welcher 
die elektrischen Massen auf die in den Punkt P concentrirte 
Einheit der positiven Elektricität einwirken. Unter Gefalle und 
Steigung schlechtweg werden wir das Gefälle und die Steigung 
in der Richtung der von innen nach aussen gerechneten Nor- 
male der Niveaufläche verstehen. 

Für die Grenze, welcher sich die Steigung des Potentiale» 
mit wachsender Entfernung von den elektrischen Massen nä- 
hert, erhalten wir, wenn wir die früheren Bezeichnungen bei- 
behalten, 

und es nähern sich einander die Normale der Niveaufläche und 
die Linie B. Wenn aber die elektrischen Massen aus zwei ent- 
gegengesetzt gleichen Theilen bestehen, so nähert sich die Stei- 
gung des Potentiales dem Ausdrucke 



i 
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und für den in gleichem Sinne mit Ö gerechneten Winkel i/ 

zwischen der Normale der Niveaufläche und der Linie ü 

kommt: 

2co$8 
cos t] = ^r „- * 

Die oben aufgezählten Eigenschaften der Potentialfunction 
lassen sich leicht an dem Potentiale der homogenen Hohlkugel 
erläutern. Werden die Radien der äusseren und inneren Grenz- 
fläche einer solchen Hohlkugel durch 7^ und 7^2, die Dichtig- 
keit durch Q bezeichnet, so findet man für den ganzen ausser- 
halb der Kugel gelegenen Raum: 

i « p (B » - iJ ••) 

F=? , 

r 

wo f die Entfernung des Punktes, auf den sich das Potential 
bezieht, vom Mittelpunkte der Hohlkugel bedeutet. Femer er- 
giebt sich für das Innere der Schale: 

und für die Punkte der Höhlung hat man: 

3. Eine besondere Betrachtung verdient der folgende Aus- 
dmck, der aus dem Potentiale durch theilweise Difierentiation 
Bach den rechtwinkligen Coordinaten x, y, z des Punktes, auf 
den sich das Potential bezieht, abgeleitet wird: 

d^r " d^r ■ d^V 
dx^ "•" dy» "•" dz^ ' 

Dieser Ausdruck, welchen wir in der Folge abkürzend 
durch /J^V bezeichnen werden, verschwindet, wie man durch 
Differentiation imter dem Integralzeichen findet, in allen Punk- 
ten des Raumes, in denen die Dichtigkeit der Elektricität gleich 
Null ist. Um über seinen Werth in einem Punkte des mit Elek- 
tricität geladenen Raumes Aufschluss zu erhalten, denken wir 
nns um jenen Punkt eine Kugel von so kleinem Radius be- 
schrieben, dass die Dichtigkeit innerhalb d^ Hülfskugel als 
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constant betrachtet werden kann. Mit Rücksicht auf die jso- 
eben erwähnte Beziehung fällt alsdann ^2 7^ mit ^^v zusammen, 
wenn v das für den inneren Baum der homogenen Hülfskugel 
geltende Potential der Masse ist, welche diese Kugel erfüllt. 
Nun findet man aber durch Ausrechnung, dass hier ^^ v den 
Werth — 4:7tQ annimmt, unter q die Dichtigkeit der Hülfs- 
kugel, oder was dasselbe ist, die elektrische Dichtigkeit verstan- 
den, die in dem Mittelpunkte derselben stattfindet. Es ist hier- 
nach in der Unterstellung, dass die cubische Dichtigkeit q al- 
lenthalben einen endlichen Werth aufweist, allgemein 

Letztere Gleichung verliert aber ihre Bedeutung in Punk- 
ten von Flächen, wo eine plötzliche Aenderung der Dichtigkeit 
stattfindet, z. B. an der Fläche, in welcher zwei Räume mit ho- 
mogener Ladung aneinander stossen, oder an den Grenzen eines 
geladenen und eines nicht geladenen Raumes. In der That 
kann ja auch in solchen Punkten von einer bestimmten Dich- 
tigkeit nicht die Rede sein. 

Dem Ausdrucke J^ V lässt sich eine Form geben, in welcher 
die Coordinaten nicht auftreten, sondern nur Grössen, die sich 
auf die Niveaufläche beziehen. Es sei nämlich dS ein Ele- 
ment einer Niveaufläche und auf dem Umfange dieses Elemen- 
tes mögen Normalen errichtet werden. Diese Normalen schnei- 
den aus der Niveaufläche, welche von der ersten in der Rich- 
tung der von innen nach aussen gerechneten Normale um dN 
entfernt ist, ein Element heraus, das durch d S' bezeichnet werde. 

dV dV 

Es werde ferner durch -^-^ und -rw die Steigung des Potentials 

in den Punkten der Elemente dS und dS' bezeichnet, und 
durch dk das körperliche Element, welches von dS, dS' und 
den durch die Umfange dieser Elemente gelegten Normalen 
begrenzt wird. Alsdann hat man; 

dV dV 

dN' dN 

In der That, wenn Ri und R2 die Krümmungsradien zweier 
aufeinander senkrechter Normalschnitte des Elementes d S sind, 
so hat man: 



Femer ist: 
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dS' = (75 -h ('i- + ^) c?S dN. 

Q= (©*+ (f )■+ (^) •■ 



woraiu sich ergiebt: 

ilL— iL 

dN' ~ dN 



dV 



^\dN) , dV ^\dN) , dV '^idN) 



+ ^--- v: - + 



, dx dx dy du dz de ,„ 



^(m 



d F dV 
Bildet man jetzt den Ausdruck ~jrj^dS' Tv^^ ™^^ 

dV* 
telst der iur ^5' und -7^ gefundenen Ausdrücke und drückt 

die Differentialquotienten von V aus durch die Differentialquo- 
tienten von js nach x und y, deren Relationen sich durch Dif- 
ferentiation der Gleichung V = const. fiir die Niveaufläche er- 
geben, so findet man: 

wo gesetzt ist: 

de d£ d^z d^z d\z 

dx—^' dy ~ ^' dx^ ~ ^* dld^'~'^' d'y^ ' 

Der letzte Ausdruck fällt aber nach der Theorie der Kinim- 
mung von Flächen mit ^^ F. dl' zusammen. 

Bezeichnet man den Bogen einer Kraftlinie des Potentiales 
F durch Z, so ist, wie sich aus dem Obigen leicht finden lässt: 

Hieraus ergiebt sich folgende bemerkenswerthe Beziehung 

dV dV 
zwischen den Steigungen -jr^ "JW ^^ ^^^^ ^®^ Bogen Z, V ent- 
sprechenden Punkten, vorausgesetzt, dass die Dichtigkeit auf 
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der ganzen Strecke der Kraftlinie zwischen den beiden Punk- 
ten verschwinde: 

dv d_r _ r ^''' ""'' 

dl • dV ~^ 

4. Es ist hier der Ort, eines von Green gefundenen Satzes 
zu gedenken, der häufige Anwendung in der Lehre von der 
Elektricität findet und aus dem sich eine grosse Anzahl der 
wichtigsten Eigenschaften der Potentialfunction ableiten lässt. 
Es bezieht sich dieser Satz auf die Umformung des Integrales: 

f G J-^Hdh, 

welches sich über die Elemente dh eines von einer geschlosse- 
nen Fläche umgrenzten Raumes erstreckt und in dem G und H 
zwei Functionen der rechtwinkligen Raumcoordinaten x, y, e 
bedeuten, die in der ganzen Ausdehnung des Raumes endliche 
Werthe aufweisen und stetig verlaufen. • 

Wendet man auf den Ausdruck 

dG dH r. r. r. dG dB 



f^^i7ii;=f^''f^yf^ 



da ' dz 



die Regel der theilweisen Integration an, so findet man für den- 
selben, wenn z\ s/' die zu a:, y gehörenden iS^-Coordinaten der 
Grenzfläche bedeuten, welche, wie wir der Einfachheit wegen 
annehmen wollen, von einer geraden Transversale nur in zwei 
Punkten geschnitten werde: 



fdxfi^ü 



<^m:-r-^'- 



Hierfür kann man aber, wenn das Element der Grenzfläche 
durch ds und ein Element der nach aussen gerechneten Nor- 
male durch dn bezeichnet wird, schreiben: 

r^dH dz^ r^d^H ., 

I Gr -^ ' -j-ds — IG -T-T- dh 
J dz dn J dz^ 

Indem wir in den obigen Ausdrücken an die Stelle von 8 
die Coordinate y und hierauf x treten lassen, und die gewonne- 
nen Resultate combiniren, finden wir zunächst: 
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J J \dx dn dy dn ' ds dn) 

_ r\dG dll dG dll dCr dH\jj^ 
J [dx ' dx *^ dy dy ' dz dz \ 

Eine Vereinfachung der letzten Formel wird durch Ein- 
führung der durch die Gleichungen G = c(msl., Il^=const., darge- 
stellten Flächen erzielt. Es werde eine Differentiation nach 

den Normalen dieser Flächen durch -r--, — rf~ bezeichnet, und 

dg dh ' 

der Winkel zwischen den Normalen der beiden Flächen, die 
sich durch das Element d k legen lassen, werde 8 genannt. Als- 
dann kann man iiir die letzte Gleichung die folgende schreiben, 
in der die Coordinaten nicht mehr auftreten: 

I G^^Hdk = I G-^ds - 1 -z jj-cosddk. 

Wir lassen eine Reihe von Sätzen folgen, die aus dem vor- 
hergehenden Theorem fliessen, und später ihre Anwendung fin- 
den werden. 

Erster Zusatz. Wir setzen G=: 1, //= F, unter V das Po- 
tential von irgendwie vertheilten elektrischen Massen verstan- 
den, und erhalten : 



fj'Vdk=f^^ds 



oder wenn die Quantität der von der Fläche s umschlossenen 
Elektricität durch Q bezeichnet wird: 



*''^=-f^'^'- 



Das letzte Integral verschwindet im Besonderen, wenn die 
das Potential V erzeugenden Massen ganz ausserhalb der Fläche 

s liegen. 

Zweiter Zusatz. Nimmt man für G und H eine und die- 
selbe Potentialfunction F, so liefert der Hauptsatz, wenn die 
im Elemente herrschende Dichtigkeit durch q bezeichnet wird: 

Wenn die elektrischen Massen ganz ausserhalb der Fläche s 
liegen und überdies auf der ganzen Fläche das Potential einen 
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constanten Werth annimmt, so ergiebt sich mit Bücksicht auf 
den zunächst vorhergehenden Zusatz: 



/(»)'"=»• 



d V . 
Hieraus folgt aber, dass in diesem Falle ^-^^ innerhalb der 

Fläche s verschwindet, und folglich in der ganzen Ausdehnimg 
des von ihr begrenzten Raumes das Potential denselben Werth 
wie auf der Fläche selbst hat. 

Dritter Zusatz. Wenn man in dem Hauptsatze H mit G 
vertauscht, und die so gewonnene Gleichung von der ursprüng- 
lichen abzieht, findet man: 

fa^^Hdh- CH^^Gdh= CG.^ds — fH.^ds. 

Setzen wir nun für H eine Potentialfunction V und für G 

die reciproke Entfernung — von einem Punkte, so kommt, wenn 

erstlich dieser Punkt ausserhalb der Fläche s liegt: 

dV 



/ dV r^ 



d 



(^ 



I. l^^-—dTc= I ^^^ds— I V'-^ds. 

dn 

Wenn r zweitens die Entfemimg von einem Punkte bedeu- 
tet, der innerhalb der Fläche s liegt, so darf der Hauptsatz 
nicht so wie im ersten Falle in Anwendung kommen, da jetzt 

die Function — für den gedachten Punkt, also im Innern der 

Fläche s unendlich gross wird. Legt man aber jetzt um das 
Centrum der r eine Hülfskugel <J, so kann der Satz auf den 
Raum in Anwendung kommen, der von den Flächen s und d 
begrenzt wird und man hat, wenn dv das Element der Nor- 
male der Hülfskugel ist , für den gedachten Raum : 

/dV ndV 

dn j I dv j 

-ds-J -do 

^d0. 

dv 
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Man sieht aber leicht ein, dass, wenn der Radius der Hülfs« 
kugel immer kleiner und kleiner genommen wird, das Integral 





dö sich der Grenze nähert, das Integral / V — -r— 



aber der Grenze — 4;r F, wenn V der Werth des Potentiales 
im Centrum der r ist. Man hat hiemach, wenn das Centrum 
der r innerhalb der Fläche s liegt, übrigens aber das Integral 
mit dJc sich auf den ganzen von s umschlossenen Raum bezieht: 

TL J ~dh=j ^ds -J F^d.,-4«F. 

An den obigen ungemein fruchtbaren Satz reihen wir 
einige Bemerkungen. 

Erste Bemerkung. Wenn die Fläche s die elektrischen 
Jlfassen, welche das Potential V erzeugen, umschliesst, so geht 

/^^ V 
dk in — iTT V über. Man hat daher, wenn 

das Centrum der r ausserhalb der Fläche s liegt: 



/dV n 



d 



(f) 



I. — 4«F= / 1111 rfs— / V-j^ds. 
Und für jeden Punkt innerhalb der Fläche ist: 



J r J dn 



ds. 



Liegen die elektrischen Massen, welche das Potential F erzeugen, 
in einer Schale, die von zwei Flächen s, s' begrenzt wird, von 
denen die eine die andere umschliesst, so hat man für jeden 
Punkt ausserhalb der äusseren Grenzfläche oder im Inneren der 
Höhlung: 



1 -4^F= I ^ds+ I '^ds- I V-^ds 




-I 



d 



© 



Beer, Alaktrottatik. 
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Und für die im Inneren der Schale gelegenen Punkte ist: 






ds + 



(j) 



V -^ ds'. 
an 

Jedesmal sind aber hier die Noimalen in der Richtung von 
dem Inneren der Schale «ach aussen hin gerechnet, also einmal 
in den die Schale umgebenden Raum und das anderemal in die 
von der Schale gebildete Höhlung hinein. 

Nehmen wir für die umschliessende Fläche, welche s! sei, 
eine Kugelfläche, und lassen wir ihren Radius ins Unbegrenzte 
wachsen, während ihr Mittelpunkt im Endlichen verbleibt, so 
nähern sich die auf jene zu beziehenden Integrale der Null 
Hiemach hat man, wenn das Potential V von elektrischen 
Massen herrührt, die ausserhalb der Fläche s liegen, für die 
im Inneren dieser Fläche gelegenen Punkte: 

wo die Normale von innen nach aussen gerechnet ist, und fUr 
den ausserhalb der Fläche gelegenen Raum ist wiederum: 



II. / ^ ds = / F 4^ 
J r J dn 



ds. 



Zweite Bemerkung. Für die Fläche s werde eine Sphäre 
vom Radius B und deren Mittelpunkt zum Centrum der r ge- 
nommen. Wenn alsdann die Massen, welche das Potential V 
hervorrufen, ganz ausserhalb der Kugel liegen, so ist nach 11. 
für den Mittelpunkt der Kugel: 

4:R^7tr=fVds. 

Und wenn die elektrischen Massen sich ganz innerhalb der 
Kugel befinden, so kommt, unter Q die Quantität jener Massen 
verstanden, nach Gleichung H. und zufolge des ersten Zusatzes: 

4R7tQ = frds, 

Die in der ersten Gleichung ausgesprochene Eigenschaft 
der Kugel kommt bei dem Beweise des folgenden wichtigen 



Vom Potential elektrischer Massen. 19 

itzes in Anwendung: Wenn elektrische Massen innerhalb 
Der geschlossenen Fläche so vertheilt sind, dass sie auf letzte- 
r ein constantes Potential erzeugen, so liegt der Werth des 
)tentiale8 ausserhalb der Fläche zwischen Null und dem 
erthe, den es auf der Fläche hat. 

Um die Richtigkeit dieses Satzes darzuthun, zeigen wir 
lerst, dass die Werthe des Potentiales (F) ausserhalb und auf 
)T Fläche (S) gleiche Vorzeichen haben. Das Potential auf 
jr Fläche habe etwa den positiven Werth A und inan nehme 
1, in einem ausserhalb der Fläche gelegenen Punkte P habe 
I den negativen Werth — B. Zieht man von dem Funkte P 
IS einen Strahl, und trifil dieser die Fläche in P', so verläuft 
HS Potential, wenn man von P nach P' fortschreitet, in steti- 
er Weise von — jB bis -4. Triffl aber der Strahl die Fläche 
dciht, so verläuft das Potential, wenn man auf ihm von P bis 
DS unendliche fortschreitet, von — jB bis 0. Es folgt hieraus 
ass das Potential auf jedem von P ausgehenden Strahle in 
inem gewissen Punkte M einen beliebig zwischen und — B 
ngenommenen Werth — B^ aufweist. Die Punkte M bilden 
ine geschlossene, ausserhalb der elektrischen Massen befindliche 
'lache, und da nun auf dieser das Potential der letzteren den 
onstanten Werth — B' hat, so müsste letzterer auch inner- 
alb der Fläche, also auch in P auftreten, was gegen die Unter- 
teilung wäre. Das Potential ist folglich ausserhalb der Fläche S 
ositiv, wenn es auf S selbst positiv ist. Analoges gilt, wenn 
as Potential negativ ist. 

Nähme man femer an, das Potential könne ausserhalb der 
lache 8 einen Werth erlangen, der den Werth Ä auf der Fläche 
n absoluter Grösse übertrifil oder ihm gleichkommt, so leuch- 
3t ein, dass es in einem oder mehreren Punkten P ausserhalb 
er Fläche einen grösstfen absoluten Werth aufweisen müsste. 
ieschreibt man nun um einen der Punkte P als Mittelpunkt 
ine Kugel, welche ganz ausserhalb der Fläche S liegt, so ist 
ir dieselbe, unter B den Potentialwerth im Punkte P ver- 
banden: 

4tIl^n:'B = fVds, 

oraus folgt, dass V auf und in der ganzen Hülfskugel den 
^erth B haben muss, denn es hat in der ganzen Ausdehnung 

2* 
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des Integrales dasselbe Vorzeichen, und sein absoluter Wer 
kann nicht grösser als der von B sein. Ein Gleiches ergie 
sich für jede Kugel s\ welche ausserhalb der Fläche S liej 
und deren Mittelpunkt in die Kugel s fällt, ferner für jede K 
gel s", welche ausserhalb der Fläche S liegt, und deren Mitt 
punkt in die Kugel s' fällt, u. s. f. Offenbar würde hieraus f 
gen, dass das Potential in dem ganzen ausserhalb der Fläc 
S gelegeneu Räume den Werth B aufweisen müöste. Da di 
aber nicht der Fall sein kann, so ist auch die Annahme, d 
absolute Werth des Fotentiales könne in einem ausserhalb d 
Fläche befindlichen Pimkte den absoluten Werth auf der Fläc 
übertreffen oder ihm gleichkommen, unzulässig; der absoli 
Werth des Fotentiales ausserhalb der Fläche ist mithin noi 
wendig kleiner als auf der Fläche. 

Litteratur. Qreen. An essay on the application of mathematical anah 
to the theories of electricity and magnetism. Grelle 's Journal 
reine und angewandte Mathematik. Band XXXIX, XLIV, XL VII. 
Gauss. Untersuchungen über die im verkehrten Verhältnisse des Q 
drates der Entfernung wirkenden Anziehungs- und Abstossungskrä 
1840. 
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VOM GLEICHGEWICHTE DER ELEKTRICITÄT IN 
EINEM VOLLKOMMEN LEITENDEN KÖRPER- 



1. Allgemeine BetracMungeiL 

a. Eine Vertheilung elektrischer Massen, wie sie im Vor- 
hergehenden unterstellt wnrde, kann dauernd offenbar nur bei 
idioelektrischen Körpern, niemals aber bei einem Conductor 
stattfinden. Sobald nämlich die kubische Dichtigkeit einer elek- 
trischen Ladung innerhalb eines begrenzten Raumes nicht ver- 
schwindet, so bedingt diese Ladung in jenem Räume eine Schei- 

dV 
dungskraft, dargestellt durch -jj^ , die nur bei Isolatoren den 

Gleichgewichtszustand nicht ändern würde, in einem Conductor 
aber aus einem neutralen Zustande beide elektrische Fluida 
ausscheiden würde. In dem Inneren eines Conductors ist daher 
nothwendig die Dichtigkeit der Elektricität gleich Null, wenn 
elektrisches Gleichgewicht eingetreten ist, und die einem Con- 
ductor mitgetheilte Ladung kann, wenn dies überhaupt möglich 
ist, nur dadurch in den Gleichgewichtszustand gelangen, dass sie 
sich in einer unendlich dünnen Schicht über die Oberfläche 
des Conductors ausbreitet, überdies muss aber nothwendig die 
Vertheilung, od^r Anordnung der Ladung eine solche sein, dass 
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dV , 

in dem Inneren des Leiters -™ verschwindet, und folglich das 

Potential der Ladung innerhalb dieses Raumes einen und den- 
selben Werth annimmt. 

b. Eine unendlich dünne, über eine Oberfläche ausgebrei- 
tete elektrische Schichte kann als die Grenze angesehen wer- 
den, welcher sich die Ladung eines schalenförmigen Baumes 
nähert, wenn die beiden Grenzflächen sich einander ins Un- 
begrenzte nähern. Bewahrt hierbei die Quantität der Ladung 
einen endlichen Werth, so wächst die Dichtigkeit im Allgemei- 
nen über alle Grenzen hinaus. Bezeichnen wir in demselben 
Falle durch ds das Element einer Fläche s, welcher sich die 
beiden Grenzflächen der Schale nähern, so können wir durch Q-ds 
die Elektricitätsmenge darstellen, welche sich schliesslich auf 
jenem Elemente vorfindet. Die Grösse p, welche im Allgemei- 
nen einen endlichen Werth haben wird, heisst die Flächen- 
dichtigkeit, oder auch schlechtweg die Dichtigkeit der über die 
Fläche s ausgebreiteten Ladimg. Was das Potential der Schale 
betrifft, so nähert es sich, unter r die Entfernung von dem Ele- 
mente ds verstanden, der Grenze 

ds 



f 



T 

und dies ist denn auch das Potential der auf der Fläche s be- 
findlichen Ladung mit der Flächendichtigkeit q. Bei der ge- 
machten Annahme, dass die Quantität der Ladung, d. i. I gds 

endlich ist, wird auch das Potential im Allgemeinen endUch 
sein. 

Für das Potential einer Flächenladung gelten alle die Theo- 
reme, welche früher für das Potential der Elektricität, welche 
einen begrenzten Raum stetig erfüllt, aufgestellt wurden, nur 
die Bemerkungen, welche über den allgemeinen Verlauf der er- 
sten Differentialquotienten des Potentiales in Bezug auf die Coor- 
dinaten und über die Bedeutung des Ausdruckes z/2 V gemacht 
wurden, verlieren für die Punkte der geladenen Fläche ihre 
Gültigkeit. Wenn nämlich der Punkt, auf welchen sich das Po- 
tential bezieht, aus dem von der Fläche umschlossenen Raimie 
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in den äusseren Raum übertritt, so zeigen die genannten Diffe- 
rentialquotienten in ihrem Verlaufe im Allgemeinen eine Un- 
terbrechung der Stetigkeit. Der Ausdruck J^ V aber, welcher 
in jedem ausserhalb oder innerhalb der Fläche gelegenen Punkte 
verschwindet, hat für die Punkte der Fläche selbst keine be- 
stimmte Bedeutung. Man bemerke jedoch, dass bei der Ueber- 
tragung der früher gewonnenen Theoreme an die Stelle des 

Ausdruckes odk = — -3 — ^J^ Vdk für das Element der Masse 

der Ausdruck gds tsu. setzen ist. 

Das Potential einer Flächenladung ist im Allgemeinen als 
Function der Coordinaten für die Punkte ausserhalb der Fläche 
wesentlich verschieden von dem Potential für die Punkte inner- 
halb der Fläche. Mit Bücksicht hierauf werden wir in der 
Folge, wo solches angemessen erscheint, das Potential einer 
Flachenladung für äussere Punkte durch V, das für innere Punkte 
durch V' bezeichnen und jenes kürzehalber das äussere, dieses 
das innere Potential nennen. 

I)er Werth des äusseren Potentiales fallt mit dem des in- 
neren in jedem Punkte der geladenen Fläche zusammen. Die 
Steigungen beider Potentiale aber sind im Allgemeinen, wie be- 
merkt, für denselben Punkt der Fläche verschieden. Zwischen 
diesen Steigungen und der entsprechenden Dichtigkeit der La- 
dung besteht eine bemerkenswerthe Beziehung, welche sich un- 
ter Anderem aus der Anwendung des Green'schen Satzes (drit- 
ter Zusatz, erste Bemerkung) auf eine verschwindend dünne 
mit Elektricität erfüllte Schale ergiebt. Es werde durch s die 
Fläche bezeichnet, welcher sich die Grenzflächen der Schale 
mit abnehmender Dicke nähern und wofür eine der letzteren 
genommen werden kann, ferner durch n die von innen nach 
aussen, durch ti! die von aussen nach innen gerechnete Nor- 
male, endlich durch V und F' die Grenzen, welchen sich das 
Potential der Schale beziehungsweise im äusseren Ratune und 
im Baume der Höhlung nähert. Alsdann findet man mit Hülfe 
jenes Satzes für die Grenze, welcher sich das Potential der 
Schale in beiden genannten Bäumen nähert, folgende Form: 
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4:7t \dn ' an' J 
r 

Andererseits haben wir fdr dieselbe Grenze d. h. für das Po- 
tential der auf der Fläche s befindlichen Ladung, wenn q die 
Flächendichtigkeit dieser Ladung bedeutet, folgenden Ausdruck: 

/gds 

Die Vergleichung der beiden letzten Ausdrücke liefert: 

_ _ J_ (dV dV\ 

c. Nach den vorhergehenden Bemerkungen über das* Po- 
tential einer Flächenladung im Allgemeinen können wir, zu den 
Bedingungen für das elektrische Gleichgewicht eines geladenen 

d V 
Conductors zurückkehrend, schliessen, dass der Ausdruck ^-^r^ für 

dN 

das Potential der auf der Oberfläche befindlichen Ladung in der 
ganzen Ausdehnung des Conductors verschwinden müsse. Hier- 
aus folgt dann aber auch femer, dass das Potential der Ladung 
allenthalben in und auf dem Conductor einen und denselben 
Werth aufweisen müsse. 

Bei einem Conductor, in dessen Masse sich Höhlungen be- 
finden, bleibt es nach dem Vorhergehenden noch unentschieden, 
wie sich eine elektrische Ladung, die ihm mitgetheilt wird, auf 
seine verschiedenen Grenzflächen vertheilen müsse, damit Gleich- 
gewicht stattfinde. Man bemerke aber, dass auf der Grenz- 
fläche einer Höhlung das Potential einen constanten Werth ha- 
ben muss, und dass demzufolge auch im Inneren der Höhlung 
derselbe Werth auftreten muss. In dem ganzen von der äusser- 
sten Grenzfläche des Conductors umschlossenen Räume und 
nicht blos in der Masse des Conductors muss folglich das Poten- 
tial der Ladung constant sein, und hieraus ergiebt sich denn 
endlich, dass letztere sich nur über die gedachte äussefste Grenz- 
fläche verbreiten kann. Jeder Conductor verhält sich demnach 
genau so, als ob der ganze Raum seiner äussersten Grenzfläche 
mit leitender Materie erfüllt wäre; ier verhält sich femer aber 
auch genau so, als ob er sich auf seine äusserste Grenzfläche, 
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die wir vorzugsweise Oberfläche nennen wollen, redueirte, diese 
Grenzfläche als leitend gedacht. 

d. Es wirft sich jetzt die Frage auf, ob es in jedem Falle 
möglich sei, eine gegebene elektrische Ladung in Uebereinstim- 
mung mit den gefundenen Gleichgewichtsbedingungen so über 
die Oberfläche eines Conductors zu vertheilen, dass ihr Poten- 
tial innerhalb des Conductors constant wird. Hierüber giebt 
die Betrachtung eines Ausdruckes Aufschluss, welcher in der 
Folge noch mehrfache Anwendung finden wird; es ist dies die 
Summe der Producte aus je zwei Elementen der in Betracht 
kommenden elektrischen Massen^ durch die Entfernung der Ele- 
mente dividirt. Bezeichnen wir jene Summe durch TT, so ist» 
wie man leicht einsehen wird : 



W 



= I f9 Väs. 



Das hier auftretende Integral nennen wir nach der einen der 
beiden gebräuchlichen AusdrucksweLsen das Potential der elek- 
trischen Massen in Bezug auf sich selbst, oder kürzer das Poten- 
tial der elektrischen Massen auf sich selbst, und somit ist die 
zu betrachtende Summe nichts anderes als die Hälfte des letzt« 
genannten Potentialea 

Es leuchtet ein, dass der Ausdruck W unter allen möglichen 
• Werthen, die er annimmt, wenn man die gegebene Ladimg auf 
immer andere und andere Weise vertheilt, wenigstens ein Mi- 
nimum aufweisen muss. Einerseits nämlich hat er keinen Maxi- 
mumwerth, indem man ihn dadurch ins Unbegrenzte wachsen 
lassen kann, dass man die Ladung auf einen immer kleineren 
nnd kleineren Flächenraum zusammenzieht. Andererseits aber 
übertrifll er jedenfalls den Ausdruck 



1 r , rgds 1 Q* 



an Grösse, in welchem R die grösste Dimension der Oberfläche, 
Q die Quantität der Ladung bedeutet. 

Nun muss aber bei derjenigen Vertheilung, bei welcher der 
Ausdruck W ein Minimum wird, einer beliebigen verschwindend 
Weinen Variation der Dichtigkeit eine dagegen verschwindende 
Variation von W entsprechen. Für die gedachte Vertheilimg 
ist also: 
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dw = jf*(Qdr-{- röQ)ds = fvöQds = o, 

und diese Gleichung kann für jede beliebige Variation der Dich- 
tigkeit ö g offenbar nur dann bestehen, wenn V auf der ganzen 
Oberfläche denselben Werth hat. An die nachgewiesene Exi- 
stenz des Minimums für den Ausdruck W ist also auch die Mög- 
lichkeit geknüpft, die Ladung so über die Fläche zu vertheUen, 
dass das Potential auf und in der letzteren constant wird. 

Bei der soeben näher erörterten Anordnung der Ladung 
weist die Dichtigkeit allenthalben dasselbe Vorzeichen wie die 
Quantität der Ladung auf; es bleibt aber auch kein Theil der 
Oberfläche unbelegt. Letzteres folgt daraus, dass nach dem 
Früheren das Potential einer elektrischen Masse, die blos über 
einen Theil der Oberfläche ausgebreitet ist, in allen Punkten 
ausserhalb der Masse also auch an den unbelegten Stellen der 
Oberfläche einen kleineren absoluten Werth als auf den belegten 
Theilen erlangt (Green'scher Lehrsatz, dritter Zusatz). 

e. Die Bedingung, dass das Potential der elektrischen La- 
dung auf der Oberfläche des Conductors constant sei, ist nicht 
blos nothwendig für das Gleichgewicht, sondern auch hinreichend. 
Wenn nämlich jener Bedingung durch die imter c angegebene 
Vertheilung genügt wird, so ist die Oberfläche des Conductors 
eine Gleichgewichtsfläche, die elektrische Wirkung, die von der 
ganzen Ladung auf die Elektricität eines Flächenelementes aus- 
geübt wird, findet folglich nach der Normale der Oberfläche 
statt imd zwar in allen Fällen in der Richtung von innen nach 
aussen. Eine Bewegung der Elektricität in dieser Richtung 
wird aber durch den Widerstand des den Conductor umgeben- 
den Isolators verhindert. 

Die Grösse der Repulsion, welche die Elektricität der Ladung 

auf sich selbst ausübt, wird gemessen durch 4 n q^, denn für die 

Wirkung der Ladung auf die Einheit der Elektricität hat man 

d V 
den Werth — -^ — , und ausserdem hat man, da das innere Po- 

dn 

tential constant ist: 

L.^. 

^ 4;r* dn 
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f. Es giebt nur eine einzige Art der Vertheilung einer ge- 
gebenen elektrischen Ladung auf einem gegebenen C!onductor, 
welche das Gleichgewicht zur Folge hat. In der That, es sei 9 
die Dichtigkeit bei einer den Bedingungen des Gleichgewichtes 
genügenden Anordnung, wie sie nach dem Vorigen jedenfalls 
existirt, Ä der entsprechende Werth des Potentiales im Con- 
ductor: Bei einer zweiten ebenfalls dem Gleichgewicht ent- 
sprechenden Vertheilung derselben Ladung sei q' die Dichtig- 
keit und Ä' der Potentialwerth im Conductor. Nun ändert sich, 
wie leicht einzusehen, der Werth eines Potentiales in demsel- 
selben Verhältnisse wie die Dichtigkeit der erzeugenden Massen; 
wenn letztere allenthalben iu gleichem Verhältnisse geändert 
wird. 

Wenn wir hiemach über die der Dichtigkeit q und dem Po- 
tentiale Ä entsprechende Ladung unseres Conductors eine zweite 

A 

Ladung legen, deren Dichtigkeit — '77 q' ^s^» ^^ erzeugt letz- 
tere das im Conductor constante Potential — A und beide La- 
dungen bleiben im Gleichgewichte. Wir erhalten so eine Ge- 

sammtladung, deren Dichtigkeit q — "77 ^' i^^» ^"^^ deren Po- 
tential im Lmeren des Conductors imd auf dessen Oberfläche 
den Werth hat. Es ist somit auch ausserhalb des Conduc- 
tors allenthalben das Potential gleich Null (Green'scher Lehr- 
satz, dritter Zusatz, zweite Bern.) und es muss daher q:q* =A:A' 
sein, d. h. die zweite Art der Belegimg ist nicht wesentlich von 
der ersten Art unterschieden. Da aber ferner die Quantitäten 
der Ladungen gleich sein sollen, so ist: 

J q' ds =J Q ds =^J 9'ds 
und folglich A = A' und q = g'. 

g. Die Variation des halben Potentiales der Elektricität 
auf sich selbst, wie sie einer verschwindend kleinen Aenderung 
der Dichtigkeit oder einer verschwindend kleinen Verschiebung 
der elektrischen Elemente entspricht, kommt der negativen Ar- 
beit gleich, welche von den zwischen den elektrischen Elemen- 
ten thätigen Kräften bei jener Aenderung der Anordnung ge- 
leistet wird. In dem Falle, wo die elektrische Ladung eines 
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Conductors im Gleichgewichte ist, verschwindet in Ueberein- 
stimmung mit dem Princip der virtuellen Geschwindigkeiten 
derjenige Theil der Variation des halben Potentiales der Elek- 
tricität auf sich selbst, welcher ein ünendlichkleines erster Ord- 
nung ist. Der übrige Theil ist im Allgemeinen ein Unendlich- 
kleines zweiter Ordnung und nach dem, was wir oben fanden, 
eine positive Grösse. Hieraus folgt mit Rücksicht auf das Prin- 
cip von der Erhaltung der Kraft, welchem zufolge die doppelte 
^ geleistete Arbeit dem Gewinne an lebendiger- Kraft gleichkommt^ 
dass das elektrische Gleichgewicht, dessen Existenz bewiesen 
wurde, ein stabiles ist. 

h. Sobald die Art und Weise, wie sich irgend eine Ladung 
von bestimmter Grösse im Falle des Gleichgewichtes über 
einen Conductor vertheilt, bekannt ist, kann die Anordnung 
eines gegebenen Quantums auf demselben Conductor, sowie auf 
jedem ihm ähnlichen Conductor leicht gefunden werden. In der 
That, wenn q die Dichtigkeit der Ladung Q auf einem bestimm- 
ten Oberflächenelemente ist, so wird die Dichtigkeit der Ladxmg 

Qf 

Q* auf demselben Elemente gleich ~- q, imd die Dichtigkeit der 

Ladung ^ auf dem homolog gelegenen Elemente eines ähnlichen 
. Conductors, dessen Dimensionen X mal grösser als die des er- 
sten Conductors sind, wird gleich r^ q. 

In der Folge werden wir eine allgemeine Lösung des Proble- 
mes, die dem Gleichgewichte entsprechende Ladungsweise eines ge- 
gebenen Conductors zu bestimmen, kennen lernen. Die vollstän- 
dige Durchführung dieser Lösung ist aber in dem einzelnen Falle 
im Allgemeinen mit grossen Schwierigkeiten verknüpft. Dahin- 
gegen bietet jede Niveaufläche das Beispiel eines Conductors dar, 
für den die Verhältnisse des elektrischen Gleichgewichtes, insbe- 
sondere die Dichtigkeit einer elektrischen Ladung ohne Wei- 
teres gefunden werden können. Es sei nämlich V das Poten- 
tial von elektrischen Massen, S eine Niveaufläche, welche diese 
Massen ganz einschliesst. Alsdann hat man für jeden ausser- 
halb der Niveaufläche gelegenen Punkt nach dem hier in Be- 
tracht kommenden Green'schen Lehrsatze (dritter Zusatz): 
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_J_dV 

V=J —^ dk = / ^"/-^-d.S. 

Hieraus folgt aber, dass wenn die Niveaufläche mit Elek- 

l dV 
tridtät von der Dichtigkeit — T~' 3-50- belegt wird, diese Elek- 

iiricität ausserhalb der Fläche das Potential V erzeugt, welches 
dann auf der Fläche selbst constant ist. Die Quantität der so 
erhaltenen Ladung ist gleich der Quantität der elektrischen 
Massen, welche das Potential V erzeugen (erster Zusatz des 
Qreen'schen Lehrsatzes). Wir lassen eine Reihe von Beispielen 
des elektrischen Gleichgewichtes folgen, die sich auf dem oben 
angezeigten Wege herleiten lassen. 



2. Beispiele von elektrisohem Qleioligewiolite auf 

isolirten ConduotorexL 

a Aus dem Potential einer punktförmigen elektrischen 
Masse ergiebt sich die Bedingung fiir das elektrische Gleichge- 
wicht auf einem sphärischen Con<luctor, welche freilich auch un- 
mittelbar leicht gefunden werden kann. Wenn Q die Masse, 
f die Entfernung von der Masse bedeutet, so ist ihr Potential 

-• Die Niveauflächen sind Kugeln, deren gemeinsames Cen- 

d V 
tram in der Masse liegt. Der Ausdruck j^, die Steigung des 

Potentials, ist gleich — - -^ und hat mithin fui* alle Punkte einer 

Niveaufläche denselben Werth. Hiemach breitet sich eine elek- 
trische Ladung, welche einem isolirten sphärischen Conductor 
mitgetheilt wird, gleichförmig über die Oberfläche aus. Wird die 
Quantität der Ladung durch Q, ihre Dichtigkeit durch q und 
der Radius des Conductors diurch It bezeichnet, so kommt: 

und für einen ausserhalb des Conductors gelegenen Punkt wird 
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das Potential, wenn r die Entfernmig des Punktes vom Mittel- 
punkte^ des Conductors bedeutet: 

r 

Auf und in dem Conductor aber weist das Potential den 

Werth ^ auf. 

Das System der Kraftlinien besteht aus den ins Unend- 
liche verlängerten Radien des Conductors. 

Wir überlassen es dem Leser, das Potential näher zu be- 
trachten, welches bei zwei gleich- oder ungleichnamigen, gleich- 
grossen und in Punkte concentrirten elektrischen Massen auf- 
tritt. Die Kraftlinien desselben sind die sogenannten magne- 
tischen Curven. 

b. Für das Potential einer begrenzten geraden Linie, die 
gleichförmig mit Elektricität belegt ist, findet man, wenn Q die 
Quantität der Ladung, 2 a die Länge der Linie, i die Entfernung 
von derselben und z die Entfernung von der Mittelebene ihrer 
Endpunkte ist: 

2a ^ Yi^'-k'iji — af -\'{z — ay 
oder auch, unter a' die halbe grosse Axe eines verlängerten 
Botationsellipsoides verstanden, dessen Brennpunkte in die End- 
punkte der belegten geraden Linie fallen, und das durch den 
Punkt geht, auf welchen sich das Potential bezieht: 

2 a a — a 
Hiernach sind die Niveauflächen verlängerte Revolutions- 
ellipsoide, die zu gemeinsamen Brennpunkten die Endpunkte 
der Linie haben und giebt somit obiges Potential über die An- 
ordnimg der Elektricität auf einem leitenden verlängerten Re- 
volutionsellipsoide Aufschluss. Die Ausrechnung des Ausdrucks 

dV . 

^— ergiebt, dass die Dichtigkeit proportional mit dem senk- 
rechten Abstände eines EUipsoides ist, das mit dem Conductor 
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ncentrisch, ähnlich und ähnlich gelegen ist und demselben un- 
idlich nahe liegt. 

c. Auch bei dem ungleichaxigen EUipsoide ist die Dichtig- 
}it einer elektrischen Ladung dem Abstände eines unendlich 
bhen ähnlichen EUipsoides proportional, das dem ersten con* 
ntriflch und ähnlich gelegen ist, eine Beziehung, welche leicht 
rect gefunden werden kann. Man kann hiemach die Ladung 
3 eine gleichförmige Ausfüllung der unendlich dünnen Schale, 
eiche von den beiden genannten Ellipsoiden begrenzt wird, 
Lsdien. Nun lässt sich aber zeigen, dass das Potential einer 
Ichen homogenen ellipsoidischen Schale in einem äusseren 
mkte denselben Werth hat, wie das innere Potential einer 
raten homogenen Schale, die durch den fraglichen Punkt geht, 
it der ersten Schale homofocal ist und dieselbe Masse enthält, 
de die erste. Durch diesen Satz wird das äussere Potential 
nee geladenen EUipsoides auf die Berechnung des Potentiales 
iner ellipsoidischen Schale oder auch eines vollen EUipsoides 
Q Centram der Schale oder des EUipsoides zurückgeführt. Wer- 
en die Halbaxen des Conductors durch a, b, c bezeichnet, so- 
ie durch a', b\ d die eines homofocalen EUipsoides, das durch 
inen äusseren Punkt P geht, wird femer die Quantität der La- 
ang durch Q dargesteUt, zur Abkürzung 

a» — 6> = /3«, a2 — c« = y« 

38etzt, so ergiebt sich nach dem Obigen für das Potential im 
ankte P: 



y \y av 



der letzte Factor der gewöhnUchen Bezeichnungsweise ge- 
äss die eUiptische Function erster Art mit dem Modulus ~ 

td der AmpUtude arc sin -^ bedeutet. 

Was die Dichtigkeit betrifil, so sei p die Länge des Perpen- 
cels, welches aus dem Mittelpunkte des Conductors auf eine 
iner Tangentialebenen herabgelassen wird. Alsdann findet 
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maa für die in dem Berührungspmikte der Tangential-Ebene 
herrschende Dichtigkeit: 

^ ^n aoc 

Die Niveauflächen des eUipsoidischen Conductors sind nach 
dem Obigen ebenfalls Ellipsoide, die imtereinander und mit 
dem Conductor confocal sind. Bekanntlich ordnet sich einer 
Gruppe homofocaler Ellipsoide E eine Gruppe von homofocalen 
einschaligen Hyperboloiden H und eine Gruppe von homofo- 
calen zweischaligen Hyperboloiden H' zu, und es schneiden sidi 
drei Flächen E, H und J?' unter rechten Winkeln. Hieraus folgt, 
dass die Durchschnittslinien der Hyperboloide H und H^ die Kraffe- 
Unien für einen Conductor sind, der von einem der Ellipsoide E 
be^enzt wird. 

Legt man durch einen ausserhalb des Conductors gelegenen 
Pimkt P das homofocale Ellipsoid, an letzteres im Punkte P 
die Tangentialebene und fallt aus dem Mittelpunkte ein Perpen- 
dikel y auf letztere, so stellt sich, wie man leicht findet, die in 
F von dem Conductor ausgeübte elektrische, Wirkung dar durch: 

dF__ jQl^ 
ctN ~ a'b'c'' 

Für die Punkte auf der Oberfläche des Conductors ergiebt 
sich hieraus die übrigens allgemein gültige Beziehung: 

dV dV , 

dN dn ^ 

d. Aus der Anordnung der Elektricität auf einem eUipsoi- 
dischen Conductor lässt sich die auf einer ebenen Platte mit 
elliptischem Umfange ableiten, indem man eine Axe des Con- 
ductors verschwinden lässt. Wenn a und b die Halbaxen der 
Platte sind, und in diese die Axen der x und y gelegt werden» 
so findet man aus dem Obigen: 

. 7.1/ , «' tf» a \o' a'J' 

WO wiederum a' die der Halbaxe a entsprechende Halbaxe 
eines Ellipsoides bedeutet, welches mit der Platte homofocal ist 
und durch den Punkt geht, auf welchen sich das Potential be- 
zieht. 
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Wenn a == 6, die Platte also kreisförmig wird , so kommt, 
unter t die Entfernung vom Centrum verstanden: 



a 



V=-^ arc s^n-r- 
a a 



Ueber die Anordnung der Elektricität auf einer kreisförmi- 
gen Scheibe hat Coulomb (Biet, Traitf' de physique expM- 
mentale et mathematique) Versuche angestellt. J)ie Scheibe war 
ans Kupfer und hatte einen Radius von ö Zoll Für das Ver- 
hältniss zwischen der Dichtigkeit q in der Entfernung t vom 
Mittelpunkte und der Dichtigkeit Qo in dem Mittelpunkte selbst 
ergaben sich die in der folgenden Tabelle aufgeführten Werthe. 
Neben denselben sind die Verhältnisse, wie sie sich aus der 
theoretischen Formel berechnen, gestellt: 



t 


0,0 


1,0 


2,0 


3,0 


4,0 


4.5 


5,0 




beobachtet 


1 


1,001 


1,005 


1,17 


1,52 


2,07 


2,90 


berechnet 


1 


1,020 


1,090 


1,25 


1,67 


2,29 


CO 






Der experimentellen Bestimmung und Vergleichung elektri- 
scher Dichtigkeiten, auf welche soeben Bezug genommen wurde, 
liegen die Annahmen zu Grunde, dass die Ladung, welche eine 
isolirte, verschwindend kleine Kugel annimmt, wenn sie mit 
einem Conductor in Berührung gebracht wird, verschwindend 
klein und mit der Dichtigkeit, welche ursprünglich an der Be- 
rührungssteUe herrschte, proportional sei. Die Richtigkeit der 
eisten Annahme springt in die Augen, und für die Zulässigkeit 
der zweiten Annahme spricht wenigstens der Erfolg elektrome- 
trischer Versuche. Es werde nun eine bestimmte Stelle eines 
Conductors mit einer isolirten, nicht geladenen Kugel von rela- 
tiv sehr kleinem Durchmesser, einer sogenannten Prüfungskugel, 
berührt. Man bringe letztere hierauf in die Drehwage, so dass 
sie mit der Kugel des Wagebalkens zur Berührung kommt. Die 
Ladung der Früfungskugel vertheilt sich auf die beiden Kugeln 
in einem bestimmten Verhältniss, welches von dem Verhältniss 
der Radien beider Kugeln abhängt. Die bewegliche Kugel wird 

Beer, ElaktrogteUlc S 
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von der nun festen Prüfungskugel abgestossen, und der Wage- 
balken sucht eine neue Gleichgewichtslage auf. Für letztere sei 
d die Entfernung beider Kugeln, ö der Torsionswinkel; alsdann 
hat man, wenn q die zu bestimmende Dichtigkeit, x eine von 
dem Eadius der Prüfungskugel und der Beschaffenheit der Dreh- 
wage abhängige Constante bedeutet: 

Q^ = xd^d. 

Hiemach lassen sich elektrische Dichtigkeiten durch Messun- 
gen der beschriebenen Art vergleichen, ohne dass man nöthig 
hätte, die Grösse x zu ermitteln. Handelt es sich aber darum, 
elektrische Dichtigkeiten, wie sie gleichzeitig auf einem und 
demselben, oder auf verschiedenen Conductoren auftreten, zu 
vergleichen, so muss der Umstand berücksichtigt werden, dass 
die Ladung eines Conductors im Verlaufe der Zeit an Grösse 
abnimmt, weil niemals eine vollkommene Isolirung stattfindet 
Annähernd darf man für kleinere Zeiträume annehmen, dass 
das Differential der Ladung mit der Ladung proportional ist. 
Man hat also, wenn Qo^ q die den Zeiten toyt entsprechenden ' 
Dichtigkeiten an einer bestimmten Stelle des Conductors sind: 

wo k einen von der Form des Conductors, von der Art seiner 
Isolirung und von dem Zustande der umgebenden Luffc abhän- 
gigen Coefficienten bedeutet. Mit Hülfe der letzten Formel 
lassen sich die Ergebnisse gehörig angeordneter, aufeinander 
folgender Messungen auf denselben Zeitpunkt reduciren. 

Hünsichtlich der Beurtheilung der Zuverlässigkeit, welche 
das oben angedeutete elektrometrische Verfahren hat, verweisen 
wir den Leser auf Biess (Die Lehre von der Reibungselektrici- 
tät) und Hankel (Elektrische Untersuchungen. Abhandl. der 
K. Sachs. Ges. d. Wissensch. V.). 

e. Das Potential einer begrenzten geraden Linie, die man 
so mit Elektricität belegt hat, dass die Dichtigkeit mit der Ent- 
fernung von einem auf der Verlängerung der Linie gelegenen 
Punkte proportional ist, kann leicht berechnet werden. Durch 
werde die Entfernung von ,der durch den genannten Punkt 
senkrecht auf die Linie gelegten Ebene bezeichnet, durch ^i, g^ 
die Werthe von e für die Endpunkte der Linie, durch riy r2 die 
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Entfernungen von jenen Endpunkten und endlich durch Q die 
Quantität der aufgetragenen Elektricität. Alsdann findet man 
fiir das Potential: 

Die Niveauflächen dieses Potentiales sind Revolutionsflächen, 
deren gemeinsame Axe die belegte Linie ist. Keine von ihnen 
hat mit einer andern einen Punkt gemein, und jede schliesst 
sklle diejenigen Flächen ein, welche einem grösseren absoluten 
Potentialwerthe entsprechen. Der absolute Werth des Poten- 
dales aber nimmt in stetiger Weise von oo bis ab, wenn man, 
eon einem Punkte der belegten Linie ausgehend, auf einer gera- 
den Linie ins Unendliche fortschreitet. In dem besonders inter- 
easanten Falle, wo 0i verschwindet, also auch in dem entspre- 
dienden Endpunkte der belegten geraden Linie die Dichtig- 
keit verschwindet, wird der Potential werth für diesen Punkt 
unbestimmt, und gehen durch den Punkt alle Niveauflächen, 

2 
deren Potentialwerth den Ausdruck — ^ an absoluter Grösse 

Jbertriflft, so wie diejenige Fläche, deren Potentialwerth jenem 

Ausdrucke gleichkommt. Die Meridiancurve der erstgenannten 

Flachen besitzt zwei Wendepunkte und einen Bückkehrpunkt, 

vdcher in den Endpunkt der belegten geraden Linie fallt. 

2 Q 
Die Fläche mit dem Potentialwerth — ^ ist allenthalben convex- 

eoQvex und eiförmig. Ihre Krümmung nimmt nach dem spitzen 
Ende hin zu und wird in dem Pole dieses Endes unendlich 
groflB. Was endlich die Flächen mit kleinerem Potentialwerthe 
beiriffl;, so sind dieselben gleichfalls eiförmig, ihre Krümmung 
tber ist allenthalben endlich. 

auf einem Conductor, welcher von einer der Niveauflächen mit 
auswärts gekehrter Spitze begrenzt wird, die elektrische Dich- 
tigkeit nach der Spitze hia wächst und in der Spitze selbst \m- 
Qidlich gross wird, obgleich sowohl das Potential wie auch die 
Quantität der Ladung einen endlichen Werth hat. Auch auf 

3* 
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2 
der Fläche mit dem Potentialwerth — ^ wächst die Dichtigkeit 

nach dem Pole hin ins Unbegrenzte. 

f. Eine Kugelfläche, deren Radius R sei, werde so mit elek- 
trischer Materie belegt, dass die Dichtigkeit gleich m sin V2 9' 
wird, unter m eine Constante und unter cp die Winkeldistanz 
von einem als Pol angenommenen Punkte verstanden. Die 
Quantität dieser Ladung beträgt 2mit B^- und für das Poten- 
tial in einem ausserhalb der Kugel gelegenen Punkte ergiebt 
sich : 

2mnR (-r-\ — % w » JS cos q> (j-j , 

wo t die Länge der Linie, welche den Punkt mit dem Mittdr . 
punkte der Kugel verbindet, und q> den Winkel zwischen dieser ^ 
Linie und dem Radius des Poles bedeutet. 

Ausser der erwähnten Ladimg werde noch eine zweit^ :ä 
deren Quantität — Vs i^^R^ ist, gleichförmig über die KugA \: 
ausgebreitet. Alsdann erhält man für das äussere Potential der.-^^E 
gesammten Elektricität, wenn noch die Quantität der letzteren, ;r 
d. i. ^/^mxR^ durch Q bezeichnet wird; •* 



V— q(^ Rcosq> \ 



Von den Niveauflächen dieses Potentiales verdient diejenige 

eine besondere Beachtung, welche dem Potentialwerthe -^ 

entspricht. Der Theil dieser Fläche, welcher ausserhalb deT: 
Kugel liegt und letztere ganz umschliesst, hat als Meridiancurve 
ein allenthalben convexes Oval, welches eine nach innen gd^ 
kehrte Spitze darbietet. In dieser Spitze schneiden sich d» 
zusammentrefienden Theile unter einem nach aussen hin stum- 
pfen Winkel, dessen Halbirungslinie mit der Revolutionsaxe der 
Fläche, d. i. dem Radius zusammenfällt, von welchem aus die 
Winkel 9 gerechnet werden; die Spitze selbst liegt auf der 

dV 
Kugel. Die Betrachtung des Ausdruckes ^^ führt zu dem Re- 
sultate, dass auf einem Conductor, welcher von der gedachten 
Niveaufläche begrenzt wird, die Dichtigkeit in dem der Spitae 
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«gentiberliegenden Pole ihren gröesten Werth hat, von jenem 
Imkte an stetig abnimmt und in der eingestülpten Spitze ver- 
^hwindet. 

g. Wir wollen endlich hier einige allgemeine Beziehmigen 
r das elektrische Gleichgewicht auf zwei Condnctoren, welche 
irch einen verschwindend dünnen leitenden Draht miteinander 
Tbnnden sind, ableiten. Wir denken uns zunächst die Quer- 
mensionen des Drahtes als endlich. Wenn wir dieselben als-» 
nn an Grösse abnehmen lassen, so nähert sich die Quantität 
r auf dem Drahte befindlichen Elektricität der Null. Behielte 
mlich die Ladung einen endlichen Werth, so näherte sich ihr 
leres Potential dem einer Linie, welche mit einem endlichen 
lantum belegt ist. Ein solches Potential ist aber im Allge- 
änen fiir die Punkte der Linie unendlich gross, während doch 
LS innere Potential der Ladung des Drahtes endlich sein muss, 
das innere Potential der Gesammtladung es ist. Das äussere 
tential der Ladung des Drahtes nähert sich, wenn die Quer* 
nensionen kleiner und kleiner werden, in jeder endlichen Ent- 
nung vom Drahte ebenfalls, wie aus dem über die Ladung 
ssagten folgt, der Grenze Null. Hiemach ist von der Ladung 
s Drahtes abzusehen und das elektrische Gleichgewicht an 
e Bedingung geknüpft, dass das Potential der Ladungen 
dder Conductoren im Lineren einen und denselben Werth auf- 
eiae. Wenn der Draht nicht verschwindend dünn, sondern 
ia dünn ist, so wird die Dichtigkeit in allen Punkten der Con- 
nctoren, deren Entfernung vom Drahte im Vergleich mit sei- 
en Querdimensionen sehr gross ist, mit der Dichtigkeit, wie 
k sich aus obiger Bedingung bestimmt, sehr nahe überein- 
Munen. 

Wenn die Dimensionen eines der beiden Conductoren über 
He Grenzen hinaus wachsen, während die Quantität der La- 
nng des Systems ungeändert bleibt, so nähert sich das Poten- 
ial der €(esammtladung, oder wie wir kürzehalber sagen wollen, 
as Gesammtpotential der Grenze Null, und derselben Grenze 
ähert sich auch die Ladung des zweiten Conduetors. Es seien 
ämlich ^1, Qi die Ladungen des ersten und zweiten Conduc- 
»8. Die grösste Kugel, welche in den ersten Conductor gelegt 
werden kann, habe den Radius 2?i, und die kürzeste der gera- 
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den Linien, welche von ihrem Mittelpunkte nach einem Punkte 
des zweiten Conductors gezogen werden können, sei Di. Die 
kleinste von allen Kugeln, welche um den zweiten Conductor 
gelegt werden können und deren Mittelpunkte in demselben 
liegen, habe den Radius B^ und die längste der Linien, welche 
von ihrem Mittelpunkte nach einem Punkte des ersten Conduc- 
tors gezogen werden können, sei D2'. Endlich sei F' der Werth 
;ies inneren Gesammtpotentiales. Alsdann hat man, da die 
Dichtigkeit allenthalben dasselbe Vorzeichen aufweist: 

Hieraus folgen aber sofort die oben aufgestellten Beziehung 
gen, wenn man noch bemerkt, dass Di und D2' grösser als JSi 
sind. 

Aus dem Obigen lässt sich entnehmen, was eintreten werde, 
wenn man einen ursprünglich isolirten und geladenen Conduo- 
tor durch einen leitenden Metalldraht mit der Erde verbindet 
Lisofem die Dimensionen der letzteren im Vergleich mit den 
Dimensionen des Conductors als unendlich gross angesehen we^ 
den können, muss die ganze Ladung des Conductors nach der 
Erde hin abgeleitet werden. In dem Conductor wie in der Erde 
erlangt das Potential den Werth Null. Letzteres findet auch 
dann statt, wenn etwa auf den Conductor und die Erde noch 
andere elektrische Massen einwirken, indem das Potential einer 
jeden endlichen Ladung der Erde merklich verschwinden muss. 

Wenn die beiden Conductoren so weit voneinander entfemfc 
werden, dass ihre kürzeste Entfernung im Vergleich mit ihroB^ 
Dimensionen sehr gross wird, so nähert sich das Gesammipo^ 
tential im Inneren eines Conductors dem Potentiale der Ladung" 
desselben Conductors. In erster Annäherung darf alsdann an- 
genommen werden, dass sich die Ladung des einzelnen Conduc- 
tors so anordne, als ob der andere Conductor nicht vorhanden 
wäre und dass sie für sich im Gleichgewichte ist. Es sei nun Q 
die Gesammtladung, §, die Ladung des ersten, Q2 die des zwei- 
ten Conductors, und Ai.Ä^ seien die inneren Potentiale, welche 
die Ladung Eins erzeugen würde, wenn sie bezüglich über den 
ersten imd zweiten Conductor so ausgebreitet würde, dass sie 
für sich im Gleichgewichte ist. Alsdann hat man: 
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^1 Qi = Äi Q„ (2, + Qi =^ Q. 
Hieraus bestimmen sich die QuaDtitäten der Ladungen wie 

Igt: 

Wenn die Conductoren sphärisch sind, so verhalten sich 

Bsen Formeln zufolge ihre Ladungen zueinander wie die 

idien, eine Beziehung, deren man sich bedienen könnte, um 

^ gegebenes elektrisches Quantum in beliebigem Verhältnisse 

fractionii'en. 



IV. 

VON DER DURCH FESTE ELEKTRISCHE MASSEN BEI 
EINEM EINZELNEN LEITER BEWIRKTEN INDUCTION 

DER ELEKTRICITÄT. 



1. Allgemeine Betraohtungen. 

a. Das elektrische Gleichgewicht eines isolirten Conductors 
muss noth wendig gestört werden, sobald letzterer der Einwir- 
kung elektrischer Massen ausgesetzt wird, mag nun der Con- 
ductor ursprünglich sich im neutralen Zustande befunden haben, • 
oder mit einem gewissen Quantum Elektricität geladen gewesen • 
sein. Die Wirkung der elektrischen Massen,. die wir hier als 
fest, etwa als Ladung eines ausserhalb des Conductors befind- 
lichen idioelektrischen Körpers betrachten wollen, wird sich in 
dem Falle, dass der Conductor nicht geladen ist, dadurch äus- 
sern, dass in dem Conductor eine Scheidung des positiven und 
negativen Fluidums stattfindet, und ein Gleichgewichtszustand 
dann und nur dann eintreten, wenn von jenen Fluidis solche 
Quantitäten ausgeschieden und letztere so über die Oberfläche 
des Conductors vertheilt werden, dass ihr Potential zusammen 
mit dem Potential der festen elektrischen Massen im Inneren 
des Conductors einen constanten Werth aufweist. Wenn aber 
der Conductor ursprünglich geladen ist, so leuchtet ein, dass 
wenn wir diese Ladung ungeändert lassen, und zu derselben 
die Ladung fügen, welche stattfände, wenn der Conductor ur- 
sprünglich neutral gewesen wäre, ein Zustand resultirt, bei dem 
das elektrische Gleichgewicht bestehen muss. Die so erhaltene 
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neue und durch das Idioolektricum bediDgie Ladung kann als 
eine von der gewöhnlichen Qleichgewichtsvertheilung abwei- 
chende Anordnung der ursprünglichen Ladung betrachtet wer- 
den, indem offenbar die Quantität der neuen Ladung genau die- 
selbe wie die der ursprünglichen ist. Von der Ladung, welche 
man um den Gleichgewichtszustand bei (Gegenwart des Idio- 
älektricums zu erhalten, zu der gewöhnlichen und ursprünglichen 
jileichgewichtsladung hinzufugen muss, sagt man, dass sie durch 
las Idioelektricum auf dem Conductor inducirt worden sei, und 
lennt die durch diese Induction erzeugte Elektricität auch In- 
luenz - Elektricität. 

Wir wollen jetzt zeigen, dass eine gegebene Ladung des 
])onductors stets so, wie die Bedingung des Gleichgewichtes es 
srfordert, vertheilt werden könne. Zuvörderst bemerken wir, 
dass der Beweis nur für eine bestimmte Ladung geführt zu wer- 
den braucht. Hat man nämlich eine jener Bedingung genügende 
Vertheilung der Ladung Q gefunden, so ergiebt sich die Ver- 
theilung einer zweiten Ladung Q* leicht wie folgt. Die Quan- 
tität Q* theilen wir in die beiden Theile Q und Q' — Q. Je- 
Mi ersten Theil ordnen wir nach der erstgefundenen Weise an, 
* 1 zweiten Theil aber so, dass er Rir sich innerhalb des Con- 
^(ictors ein constantes Potential erzeugt. Beide Yertheilungen 
ttBammen machen alsdann einen Zustand aus, wobei die Quan- 
ftät der Ladung den gegebenen Betrag hat, und der Bedingung 
» Gleichgewichtes genügt wird. Dass es aber stets eine La- 
ioBg des influencirten Conductors giebt, welche der Bedingung 
^ Oleichgewichtes genügt, kann durch Betrachtung des halben 
iNoitiales der gesanmiten in Betracht kommenden Elektricität 
•rfsich selbst wie folgt erwiesen werden. 

Es sei Q die Dichtigkeit, U das Potential einer Ladung des 
fimdactors, V das Potential des Idioelektricums und w das halbe 
Potential des Idioelektricums auf sich selbst. Man hat alsdann 
ftr das halbe Potential der gesammten Elektricität auf sich selbst: 



w=w+f(>(lu+ryds. 



I Wir wollen nun annehmen, die Dichtigkeit auf dem Con- 
'doctor weise allenthalben dasselbe, etwa das positive Vorzeichen 
:»nf and werde auf immer andere und andere Weise variirt, so 



42 Induction einzelner Leiter 

jedoch, dass ihr Vorzeichen nicht umgekehrt wird. Ueberdies 
wollen wir annehmen, dass hierbei ^I^TJ -\- V auf der ganzen 
Oberfläche des Conductors positiv sei, was offenbar stets durch 
eine schickliche Annahme über die Quantität der Ladung erzielt 
werden kann. Alsdann leuchtet ein, dass der Ausdruck W 
zwar ins Unbegrenzte wachsen kann, andererseits aber für 
eine oder mehrere Vertheilungen einen kleinsten Werth darbie- 
ten muss. Für eine solche Vertheilung ist dann, da die Grösse 
w constant ist: 

dW=f(Ui- F) 8Qds = 0, 

woraus folgt, dass das Gesammtpotential -\~ V auf und in; 
dem Conductor einen und denselben Werth hat. In der Thal, 
kann also die betrachtete und. folglich auch jede beliebige L»-: 
düng des influencirten Conductors so angeordnet werden, daaü 
Gleichgewicht eintritt. Es lässt sich aber femer in ähnlichflir! 
Weise wie bei der gewöhnlichen Gleichgewichtsvertheilung zeifü 
gen, dass es nur eine einzige Anordnung dieser Art giebt unji 
dass das entsprechende Gleichgewicht ein stabiles ist. ;: 

Man bemerke noch, dass die Grösse dW nichts andereijs 
ist, als die negative bei der Variation d q geleistete Arbeit d0^. 
elektrischen Kräfte, oder die jener Variation entsprechemM 
negative Summe der virtuellen Momente, die dem Prinzipe dflii 
virtuellen Geschwindigkeiten zufolge verschwinden muss, waü* 
Gleichgewicht herrscht. 

Unter den verschiedenen Ladungen eines Conductors, wei 
eher der Lifluenz äusserer elektrischer Massen ausgesetzt vft 
zeichnet sich hinsichtlich des Gesammtpotentiales die Ladiut|| 
aus, bei welcher diese Function im Inneren des Conducton 
den Werth annimmt. Es tritt aber diese Ladung, wie m$M 
leicht einsehen wird, stets auf, wenn der Conductor durch einiH 
verschwindend dünnen Draht mit der Erde in leitende VerWÄ 
düng gesetzt wird und soweit von der Erde entfernt ist, da*^ 
die elektrische Wirkung zwischen beiden ausser Acht gelasseiC 
werden darf. Jeder Gleichgewichtszustand des Conductors läsH 
sich auf die soeben erwähnte Ladung und die gewöhnlidi^ 
Gleichgewichtsvertheilung zurückführen, das heisst: Jede Li^ 
düng des Conductors kann angesehen werden als Uebereina«^ 
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derlagerung der Ladung, welche auf dem abgeleiteten Conduo- 
tor auftritt, und einer Ladung, welche für sich im Gleich- 
gewichte ist, und wenn die Ladung des abgeleiteten Conductors 
sowie die gewöhnliche Gleichgewichtsvertheilung bekannt ist, so 
lässt sich sofort die Anordnung einer Ladung angeben, welche 
eine gegebene Quantität haben, oder welcher ein gegebener 
Werth des Gesammtpotentiales im Inneren des Conductors ent- 
sprechen solL 

Wenn ein isolirter, ursprünglich neutraler oder geladener 
Conductor, welcher der Wirkung fester elektrischer Massen aus- 
gesetzt ist, durch einen verschwindend dünnen Draht mit der 
Erde in leitende Verbindung gesetzt wird, so fliesst Dach dem 
Obigen ein Theil seiner Ladung durch den Draht nach der Erde 
tin ab, während der übrige Theil durch die festen elektrischen 
Massen festgehalten wird. Die Elektricität , welche den erst- 
genannten Theil der Ladung ausmacht, nennt man freie Elek- 
tricität, und die Elektricität, welche den zweiten Theil der La- 
dung ausmacht, nennt man gebundene Elektricität. 

Ueber die Beziehung zwischen der Dichtigkeit und Quan- 
tität der Ladung, welche auf einem abgeleiteten Conductor 
darch äiüssere elektrische Massen inducirt wird, und der Quan- 
tität dieser Massen lassen sich einige wichtige allgemeine He- 
geln aufstellen. Sie werden mit Hülfe des folgenden Theore- 
mes gewonnen: 

Wenn V den Werth, welchen das Potential einer beliebigen 
anf einem Conductor verbreiteten Ladung in dem äusseren 
Plmkte annimmt, V aber den Werth auf der Oberfläche des 
Conductors bedeutet, und wenn po die Dichtigkeit der Ladung 
ist, welche die in den Punkt concentrirte Einheit der positi- 
ven Elektricität auf dem abgeleiteten Conductor hervorruft, so 

Wir beweisen diesen Satz mit Hülfe der folgenden früher 
gefundenen Gleichung (Oreen'scher Lehrsatz, dritter Zusatz): 



44 Induction einzelner Leiter 

Wir wenden diese Gleichung auf den Baum an, welcher 
begrenzt wird von der Oberfläche s des Conductors, der Ober- 
fläche einer ersten Hülfskugel 6, deren Centrum ist, und 
welche ganz ausserhalb des Conductors liegt, und endlich von* 
einer zweiten Hülfskugel 27, deren Centrum im Endlichen liegt, 
und welche den Conductor und die erste Hülfskugel umschliesst. 
Wir nehmen femer für G das Potential V des geladenen Con- 
ductors und für H den Ausdruck — \- ü. 'm welchem r die Ent- 

femung von 0, U das Potential der Ladung bedeutet, welohe 
auf dem Conductor durch die Einheit der positiven Elektricität 
inducirt wird, wenn letztere in den Punkt concentrirt ist 
Für den angegebenen Baum wird dann stets das in der Glei- 
chung links stehende Integral verschwinden, und das rechts 
stehende Integral ist über die Elemente der drei erwähnten 
Hülfsflächen auszudehnen. Nun sieht man aber leicht ein, dass 
der auf 27 sich beziehende Theil dieses Integrales sich der Grenze 
Null nähert, wenn man die Dimensionen jener Fläche über alle 
Grenzen wachsen lässt. Der .auf die Kugel ö sich beziehende 
Theil des Integrales nähert sich mit abnehmendem Badius dem 
Grenzwerthe — 4 ä F, wenn V der Potentialwerth im Punkte 
ist. Der dritte auf den Conductor sich beziehende Theil des 
Integrales ist: 

Nun verschwindet aber in und auf dem Conductor der 



eüs. 



(7+^) 



1 ".. . . 

Werth von \- U, während — ^—3 mit — 4 ar p^ zusam- 

r an " 

menfallt, so dass also das letzte Integral in den Ausdruck 

— ^nf^Q V ds 

übergeht. Aus obigen Ergebnissen fliesst aber ohne Weiteres 

der Satz. 

Unterstellen wir jetzt, V sei das äussere,. F' das innere 
Potential einer elektrischen Ladung, die so über die Oberfläche 
eines Conductors vertheilt ist, dass sie für sich im Gleichgewicht 
ist, und bezeichnen wir durch go die Quantität der Ladung, 
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welche die im Punkte befindliche Quantität q auf dem ab- 
geleiteten Conductor inducirt, so ist für den Puukt 0, da jetzt 
F' constant wird: 

rq = - Fg.. 

Wir entnehmen dieser Gleichung, dass die Quantität der 
inducirten Ladung der inducirenden Masse entgegengesetzt und 
an absolutem Werthe kleiner, höchstens gleich ist. Jene Quan- 
tität bleibt ungeändert, wenn der inducirende Punkt auf einer 
Niveaufläche des Potentiales V verschoben wird, und sie durch- 
läuft alle Werthe von — g bis o, wenn die inducirende Masse 
von einem Punkte auf dem Conductor ausgehend, auf einer 
Kraftlinie des genannten Potentiales ins Unendliche rückt. 

Was die Dichtigkeit der inducirten Ladung betrifil, so ist 
ihr Vorzeichen allenthalben dem der inducirenden Masse ent- 
gegengesetzt, auch verschwindet sie in keinem Punkte. Es 
genügt, diesen wichtigen Satz für den Fall zu beweisen, wo die 
inducirende Masse etwa positiv und gleich Eins ist. Die von 
ihr inducirte Dichtigkeit sei Qq. Alsdann hat man, unter V 
und V das äussere und innere Potential einer beliebig vertheil- 
ten Ladung von gleichartiger, etwa positiver Dichtigkeit ver- 
standen, für den Punkt 0: 

Wäre nun an einer Stelle des Conductors Qq positiv oder 
Null, so könnte man offenbar dadurch, dass man die Ladung 
nach jenem Punkte hindrängte, erzielen, dass das Integral einen 
Qi^tiven Werth erlangte, oder dass es sich der Null näherte; 
zugleich würde aber in dem einen und anderen Falle das Po- 
tential V sich einem positiven von Null verschiedenen Werthe 
nähern. Dieser Widerspruch lässt ersehen, dass ^o noth wendig 
kleiner als Null sein muss. Ein abgeleiteter Conductor, welcher 
der Wirkung äusserer, beliebig vertheilier, aber gleichnamiger 
elektrischer Massen ausgesetzt wird, bedeckt sich allenthalben 
mit Elektricität von entgegengesetzter Natur, und die Quan- 
tität seiner Ladung ist im Allgemeinen kleiner als die oer 
inducirenden Massen, höchstens ihr gleich. Bezeichnen wir jene 
dnrch Q^^ das Element der inducirenden Elektricität durch dQ, 
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das äussere und innere Potential einer gewöhnlichen Gleich- 
gewichtsladung des Conductors durch V und F', so kommt: 



Qo^-fyrdQ. 



Die letzte Gleichung verliert ihre Gültigkeit nicht, wenn 
die inducirenden Massen aus ungleichnamigen Theilen bestehen. 
In diesem Falle ist aber die Dichtigkeit der inducirten Ladung 
im Allgemeinen theils positiv, theils negativ, und über die Quan- 
tität der Ladung lässt sich nur soviel aussagen, dass ihre un- 
gleichnamigen Theile an absoluter Grösse kleiner als die ihnen 
entgegengesetzten Theile der inducirenden Massen sind. 

Für einen abgeleiteten sphärischen Conductor ergiebt sich 
aus dem Obigen, wie auch unmittelbar, folgende Beziehung, 
wenn R der Radius des Conductors, F© der Werth des indu- 
cirenden Potentiales im Mittelpunkte ist: 

(2o = - J{ Fo. 

Diese Beziehung kann als Grundlage für eine Methode, den 
Werth des Potentiales fester elektrischer Massen in einem ge- 
gebenen Punkte durch absolutes Maass zu bestinunen, dienen, f 

b. Mit geringen Modificationen lassen sich die vorhor- 
gehenden Betrachtungen auf den Fall übertragen, wo der Con- \ 
ductor eine Schale ist und den Inducenten ganz einschliesst. 'ä 

Wird in diesem Falle der Conductor mit der Erde in Ver- } 
bindung gesetzt, so befindet sich die inducirte Ladung ganz auf : 
der Oberfläche der Höhlung und auf dieser ist sie so vertheilt, _ 
dass ihr Potential in Gemeinschaft mit dem Potential des Indu- 
centen auf der gedachten Fläche und in dem ganzen ausserhalb, 
gelegenen Baimie verschwindet. Wenn man also feste elektri- 
sche Massen in einen Leiter einschliesst und diesen mit der 
Erde in Verbindung setzt, so findet ausserhalb des Conductors 
keine elektrische Wirkung statt, ein Satz, der durch die Erfah- 
rung bestätigt wird. In gleicher Weise wie ein geschlossene 
Conductor würde eine abgeleitete unbegrenzte Scheibe die Wir- 
kung elektrischer Massen auf der von diesen abgekehrten Seite 
vollständig vernichten. 

Bezeichnen wir wieder wie im Vorhergehenden durch ^ 
die Dichtigkeit, welche von der elektrischen Masse Eins auf 
einem Elemente ds der Oberfläche der Höhlung inducirt wird, 
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wenn sie in einen Punkt der Höhlung concentrirt ist, femer 
durch V und V das Potential einer auf der Oberfläche der 
HöUung irgendwie vertheilten Ladung für den Punkt und 
für die Punkte der Oberfläche, so findet man auch hier durch 
analoge Betrachtungen wie früher: 

r=—fQo V'ds. 

Aus diesem Theoreme folgt, dass sich die Quantität der auf 
dem abgeleiteten Conductor inducirten Ladung lediglich durch das 
Vorzeichen von der Quantität der eingeschlossenen Massen unter- 
scheidet, denn, wenn F' auf der Oberfläche der Höhlung constant 
wird, so wird auch V gleich V\ Zu demselben Resultate, dessen 
man sich zur Bestimmung der Summe beliebig vertheilter elek- 
trischer Quantitäten bedienen könnte, würde auch für einen 
sphärischen Conductor die 2. Bemerkung des 3. Zusatzes zum 
Green'schen Lehrsatze fuhren. Wofern die inducirenden Massen 
gleichnamig sind, hat die Dichtigkeit der inducirten Ladung allent- 
ludben das entgegengesetzte Vorzeichen und ist sie an keiner Stelle 
gleich NnlL Es ergiebt sich dieser Satz durch dieselben Schlüsse, 
wie der analoge Satz der vorhergehenden Nummer. Bei un- 
^eichnamigen Massen ist die Dichtigkeit der inducirten Ladung 
m Allgemeinen theils positiv, theils negativ. Die ungleich- 
namigen Theile der Ladung sind an absoluter Grösse kleiner 
ÜB die ihnen entgegengesetzten Theile der inducirenden Massen. 

Wenn der Conductor m'cht abgeleitet wird, so besteht seine 
Udung unter der Einwirkung des Idioelektricums aus zwei 
"Bieilen; der eine Theil befindet sich auf der Oberfläche der 
Bobhmg, und fallt mit der Ladung zusammen, die inducirt 
>nirde, wenn man den Conductor mit der Erde in Verbindung 
«eiarte. Der zweite Theil ist über die äussere Oberfläche des 
Gondnctors verbreitet und so vertheilt, dass er für sich im 
Gleichgewichte ist. Die Quantität dieses Theiles ist der Quan- 
tität der ursprünglichen Ladung um die Quantität des Inducen- 
ten vCTmehrt gleich. 

Es ist leicht, Beispiele von solchen Gleichgewichtszuständen, 
wie ffle im Vorhergehenden erörtert wurden, zu bilden. In der 
That, es sei ,8 eine in sich geschlossene Niveaufläche der Poten- 
tiaMunction F, und zwar entspreche sie dem Potentialwerthe A. 
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Von den Massen, welche das Potential erzeugen, liege — - was 
der allgemeine Fall ist — ein Theil Qi ausserhalb und ein 
zweiter Theil Q2 innerhalb der Fläche S, Wird nun letztere 

1 dV 

mit Elektricität von der Dichtigkeit — — • -r-n^ belegt, so er- 
hält man diejenige Ladung eines von der Fläche S begrenzten 
und von den Massen Qi influencirten Conductors, deren Quan- - 
tität Q2 ist und bei welcher im Inneren des Conductors das ; 
Gesammtpotential den Werth A aufweist. Belegt man aber 

1 dV 

dieselbe Fläche mit Elektricität von der Dichtigkeit rrn^ 

° 47C dir 

ist dies die Ladung, welche auf der Fläche von den^einge- , 

schlossenen Massen Q^ inducirt wird, wenn jene eine Höhlung , 

im Inneren eines abgeleiteten Conductors begrenzt. 

Die Bestimmung des elektrischen Gleichgewichtes auf der 

Oberfläche eines gegebenen Conductors, welcher der Influenz 

gegebener fester elektrischer Massen ausgesetzt wird , ist im r^ 

Allgemeinen mit grossen Schwierigkeiten verknüpft. Wir we^ 

den uns hier damit begnügen, den einfachsten der Fälle ztt,- 

betrachten, in weichein die Lösung jenes Problemes gelungeö|^ 

ist, den Fall nämlich, wo die Influenzelektricität auf einer spht- ) 

rischen Fläche auftritt. Ausserdem werden wir eine allgemeine^ 

Methode zur Lösung des Problemes aufstellen und dieselbe auf 

einen ellipsoidischen Conductor, welcher der Wirkung einer con- 

stanten vertheilenden Kraft ausgesetzt ist, anwenden. 



2. Influenzelektricität auf einer sphärischen Fläche. 



a. Lehrsätze über das Potential der Sphäre. 

1. Es werde der Mittelpunkt eines irgendwie mit elek- 
trischer Materie belegten sphärischen Conductors zum Pol, ein Ra- 
dius zur Axe und eine durch diesen gelegte Diametral-Ebene zur 
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Fondamenial- Ebene eines räumlichen Polarcoordinaten- Systems 
genommen. Für ein Element da der Kugel sei (p^ der Winkel, 
welchen der nach dem Elemente gezogene Radius B mit der 
Axe bildet, sowie 0* der Azimuthai winkel zwischen der Fun- 
damenialebene und der durch den Strahl und die Axe geleg- 
ten Ebene. Femer sei ^, eine Function von (f und (p\ die 
Dichtigkeit der Ladung. Alsdann hat man iiir das Potential 
in einem Punkte, dessen Polarcoordinaten t, % ti sind: 

wo d den Winkel zwischen dem Leitstrahle des Punktes und 
dem Leitstrahle eines Elementes der Oberfläche bezeichnet, so 
dass zu setzen ist: 

cos8 = cos(fl — ff) sin (p sin 9' + cos 9 cos q>*. 

Entwickelt man den Badicanden unter dem Integralzeichen 

nach steigenden Potenzen von — oder ^ ,jenachdem der Punkt, 

auf welchen sich das Potential bezieht, ausserhalb oder inner- 
lalb der Kugel liegt, so kommt: 

I. r = P.(^) + P,(^y+P.(f)' 

+i'.(?)'+-=sp.(r' 

n. F' = p. + p.(^)+p,(±)'+P.(|)'+- 

^ 

und es sind die Coefficienten Pn rationale ganze Functionen der 
Glossen cos 9, sin q> cos und sin q) sin 0, Wenn nämlich durch 
p» (cos 8) der Coefficient des n ten Gliedes in der Entwicklung 
des Ausdruckes (1 — 2 ^ cos S + ^0~ *^ nach steigenden Poten- 
zen von t bezeichnet wird, so hat man: 

P^ = Bfdff fdtp' Q sin (p'pn (cos 3), 


Beer, ElakteoiUtik. 4 
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und es ist: 

^ 2.4(2w— l)(2w-3) ^^ 

^(n^l)(n~2)(n-3)(n~4)(n-5) X 

2.4.6(2w--l)(2w-3)(2w — 5) ^ / 

Die Coefficienten jp« machen eine besondere Art der Ooef- 
ficienten P« aus, indem der Ausdruck (1 — 2^ cosd-|-f2)— % ^Is j 
ein Eugelpotential aufgefasst werden kann, nämlich als das Po- ^ 
tential der Masse Eins, solche in den Punkt mit den Winket 
coordinaten ^^d^ auf einer um den Pol mit dem Radius Ems E 
beschriebenen Kugel concentrirt gedacht. ; 

Wenn wir ein rechtwinkliges Punktcoordinatensystem ein- 
führen, dessen ^er-Axe in die Axe der Polarcoordinaten und 
dessen ^-Axe in die Fundamentalebene fallt, so ist: ^ 

X ^=-t sin q) cosd^ y = t sin q) sin ö, z = t cos % 
und hieraus ergiebt sich: 




dt^ ' t dt ^ P dy2 I p clq) ^Psinq)^ 
Dieser Ausdruck verschwindet aber fiir jeden ausser! 
und innerhalb der Kugel befindlichen Punkt; man hat di 
auch für solche Punkte, wie die Substitution von V und P? 
und die AnnuUirung der Coefficienten ergiebt, mit welchen & t— 
Potenzen von t behaftet erscheinen: *1. 

^ d^ + r^iy« + «(« + 1)^« = 0, 

wo zur Abkürzimg cos(p = (i gesetzt ist. ; 

Die Coefficienten P„ gehören zu der Classe der sogenanJ^-' 
ten Kugelfunctionen. Ihre allgemeine Form ist folgende: 

WO An,ii ^n,i constante, d.h. von den Coordinaten unabhängigji| 
Coefficienten bedeuten und fi für cos 9 gesetzt ist. 

Es mögen hier noch zwei bemerkenswerthe Theoreme üb^^ 
die Coefficienten Pn Platz finden, damit der Leser in den Stai»^ 
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gesetzt werde, die allgemeinen Ent Wickelungen des folgenden 
Abschnittes für den Fall der Kngelfläche zu verificiren. 

Erstes Theorem. So oft die Indices der Functionen 
P< Pn» von einander verschieden sind, hat man: 

wenn die Integration über die ganze Oberfläche der Kugel aus- 
gedehnt wird. 

Der Differentialgleichung D zufolge ist nämlich: 



w'(fi'-fl) rPn»Pn»,ds= 11' (w' + 1) fdti Cdfp RHinq> Pn,P 



= n'{n'+ 1) B« Cdb fdiiP^P, 



2 TT ^n 

ö 



• —1 






... ^i-'>ti 



d^ 

-1 ~ 



-r 



Integrirt man^jetzt rechter Hand durch Theile, und zwar 
ersten Qliede nach fi, beim zweiten Gliede nach 0, und be- 
nicksichtigt man die Stetigkeit der Functionen Pn, so kommt: 



«'(w'+l) / Pn»Pn^ids = R' I ^^ I ^C^—^^ 



dPn,dPn^, 

^ dfi dfi 



— 1 



dPn^ dPnf* 

, dO de 

■^ 1 — fi» 

Hiemach ist aber^offenbai* : 

{w'(w' + l)i— w"(n" + 1)} fPni Pn»» ds = 0, 
[woraus die Richtigkeit des Satzes erhellt. 

Zweites Theorem. Bezeichnen wir durch d den Winkel, 
[welchen der Leitstrahl q)\(/ eines Elementes der Kugelfläche 

einem festen Leitstrahl %0 bildet, so ist: 



/ 



PniCOS d) Pn (ip'.ö') ds = ^^ P. (()P,Ö), 



das Integral sich über die ganze Kugelfläche erstreckt. 

4* 
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Um uns von der Richtigkeit dieses Theoremes zu überzeug 
wenden wir den Qreen'schen Lehrsatz (dritter Zusatz) auf 
Function: 

an, indem wir zugleich für die Fläche 5 die Kugelfläche nehm 
Wir finden, da J^F verschwindet, für jeden Punkt im Innei 
der Kugel: 

i„F=J ^ds-J F-^ds. 

Nun hat man aber allgemein für den reciproken Werth ( 
Entfernung r zweier Punkte t, % und ^, (p\ ff, deren Leitstn 
len den Winkel d einschliessen, je nachdem t'^t^ oder t'^f i 



00 , *y V « ^ ^00 



j = j^Pn(cosd)^j^ oder j=y^pn{cosd)[jy 

'l <v) 

Hiemach erlangen die Ausdrücke — und — -rr^ für d 

® r dt 

Punkte der Kugelfläche die Werthe: 

^^Pn{cos5)(^-j^ und — ^^2 (n + l)pnicosd) ^^^ , 

wo t die Länge des nach dem Centrum der r gezogenen Lei 

Strahles, d aber den Winkel zwischen diesem und dem RadiD 

des betreffenden Punktes der Kugel bedeutet. Es erlangen fei 

dF 
ner J^'und -jr für einen Punkt der Kugelfläche die Werthe: 

■D r f n/\ J nPn((p\ff) 

PnisPyO") und ^^^' 

wenn (p'yff die Winkelcoordinaten des Punktes sind. 

Durch Substitution der letzten vier Ausdrücke in die Gl6 
chung mit F findet man, wenn noch der Uebersichtlichkeit W 
gen für den Lidex der auftretenden Summen der Buchstabe 
gesetzt wird: 

00 
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Das rechter E[and auftretende Integral zieht sich aber dem 
vorhergehenden Theoreme zufolge auf: 

(2 n + 1) (-^y/pn (cos d) Pn (9'- fO (is 

nrück, woraus dann die Richtigkeit des Satzes erhellt. 

Als Zusatz zu dem letzten Theoreme ergiebt sich die Be- 
lebung: 



/ 



pn^ ds = 



2w+r 

dem pn (1) für jeden Index der Einheit gleich wird. 

2. Da bei der Kugel die Differentiation nach der auswärts 
{richteten Normale mit einer Differentiation nach t zusammen 

Ut, so hat man: 4nQ =^ — (-^ — ,. J» Nun ist aber 
ir die Punkte der Oberfläche, d. i. fiir t = R: 
^=-^{Po+2P,+3P,+-} = -i[F-+(P,+2P,+3P,+...)) 

f=i{P.+2P.+3P,+.-j=-;i[P-(Po+2P,+3P,4-)-}. 

) rechter Hand V oder V^ das Potential auf der Oberfläche 
deutet, d. h. die Reihe: 

Po + P, + P» + 

Hiemach ergiebt sich: 

.,4|p.+3P,+.P.+...)=(,-+.-:)=-(5+.^). 

Die beiden letzten Ausdrücke führen zu einer bemerkens- 
^hen Form des äuaseren und inneren Eugelpotentiales. Der 
nie jener Ausdrücke liefert nämlich: 

Es ist aber nach dem Green 'sehen Lehrsatz (dritter Zu- 
latz) für jeden Punkt ausserhalb der Eugelfläche, da im Inne- 
«a derselben z/* F verschwindet: 






d 



© 



dt 



d 







Femer erlangt der Ausdruck , auf der Oberfläche fol- 
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g^nden Werth, wenn der nach dem Centrum der r gezog 
Leitstrahl durch t bezeichnet wird: 

P — R^ 1_ 

Hiernach kommt für das äussere Potential: 

p — B^rv. 

Für das innere Potential findet man, indem man den z^ 
ten Ausdruck für ^tcq benutzt: 



n. r = ^l J' I -^ ds. 

^nB 






Wir wollen die beiden letzten Formeln auf einen inte 
santen Fall des elektrischen Gleichgewichtes anwenden. } 
isolirte Kugelschale aus einer leitenden Substanz, welche 
einer Stelle durchbohrt ist, werde mit einem beliebigen Qi 
tum Elektricität geladen. Die Dicke der Schale sei im ^ 
gleich mit dem Radius sowie auch mit den Dimensionen 
Oeffiiung sehr klein. Bekanntlich lässt sich alsdann durch 
Versuch nachweisen, dass die Dichtigkeit der Elektricität 
der inneren Oberfläche des Conductors in grösserer Entfern 
von der Oeffiiung nur einen sehr kleinen Bruchtheil der D 
tigkeit an der äusseren Oberfläche ausmacht, wofern auch 
Oberfläche des ausgeschnittenen Theiles im Vergleich mit 
ganzen Oberfläche klein ist. Diese Thatsache lässt sich 
folgt erklären. 

Indem man die Dicke des Conductors annähernd als ^ 
schwindend klein annimmt, kann man das Potential der 
düng ausserhalb der leitenden Masse als ein Kugelpoten 
betrachten. Wenn wir daher den Potentialwerth im Inne 
der leitenden Substanz durch A bezeichnen, so erhalten 
aus den Formeln I. und 11., wie leicht zu finden: 

AB P-R^ rA-V ; B^-P fA^V 



r' 



wo die Integration sich über die in der Oeffhung gelege 
Elemente der Kugel erstreckt. Es sei nun ^a die Dichtig 
der Elektricität auf der convexen, Qi die auf der concs 
Fläche der Schale und q die Dichtigkeit, welche einer gk 
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förmigen über die ganze Kugel ausgebreiteten Ladung mit dem 
inneren Potentiale Ä entspricht. Alsdann kommt, wenn noch 



8 



L/i=I„ = ., 



gesetzt wird: 

l dV . ^ \ dV ^ 

Der Werth von A — F hat innerhalb der Grenzen des Inte- 
grales, oder, was dasselbe ist, in den Punkten der Oefihung das- 
selbe Vorzeichen wie A und verschwindet am Rande der Oeff> 
nung. Es folgt hieraus, dass dQ dasselbe Vorzeichen wie q hat; 
fibrigens wächst d q schliesslich ins Unendliche, wenn man sich 
«nf dem Conductor dem Rande der Oefihung nähert. Bei einer 
kicUormigen Oefihung wächst der Werth der Differenz A — F, 
wenn man von dem Rande der Oefihung auf der Kugel nach 
der Mitte hin fortschreitet, von Null ausgehend bis zu einem 

Werthe, der kleiner als A sin ^ ist, unter q> den scheinbaren 

Halbmesser der Oefihung für das Centrum der Kugel verstan- 
den; solches ergiebt sich, wenn man das Potential des Theiles q 
der Ladung ermittelt. Es erreicht also J q auf einem Elemente 
der Kugelschale, dessen kürzeste Entfernung von der Oeffiiung 
l^eidi r ist^ nicht den Werth : 

ffieraus erhellt aber der Zusammenhang der erwähnten That- 
«die mit den Principien der Elektrostatik. Beispiels halber 
wBgb erwähnt werden, dass dem Obigen zufolge bei einer Oefi*- 
muig von 15^ Halbmesser der Quotient ^qiq in den Pimkten, 
iralehe um 45o, 90o, ISQo von der Mitte der Oefihung entfernt 
md, bezüglich kleiner als 0,0641, 0,0050, 0,0012 wird. 

Vorgreifend bemerken wir, dass 2^ 9 die Dichtigkeit der- 
jenigen Ladung ist, welche auf der verschwindend dünnen Kugel- 
schale inducirt würde, wenn jene abgeleitet und der ausge- 
tßhmttene Theil gleichförmig mit Elektricität von der Dichtigkeit 
— 9 belegt würde. 

3. Eine besondere Beachtung verdient eine solche Anord- 
nimg der Elektricität, wobei die Dichtigkeit nur eine Function 
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der Folardistanz ist. Es lässt sich dann die Integration nach 
ff ausführen und man kann in dem Ausdrucke für cos 8 ö=0 
setzen; man findet so: 



• • • • 



F= 1,0 P,' + l>i Pi' (I) + P,P.' Q' + 



und es bedeuten Po', Pi', P2' etc. die Ausdrücke, welche aus 
Po» Pi etc. hervorgehen, wenn man an die Stelle von d die 
Grösse 9' treten lässt, während p^, pi etc. die Coefficienten der 
nach steigenden Potenzen von t geordneten Entwickelung des 
Bruches (1 — 2 t cos. (p -|- P)~ */« bedeuten, so dass: 

l>o = 1> Pi= ^o^^y JP2 = V2 (3 cos <p^ — 1), 

jPj, = 1/2 (5 cos 93 _ 3cos(p)y Pi = Vs (35co5 9* — 30 cos 9^ + S)^ 

|)5 = 1/8(63 cos 9^ — 70 cos 9» -|- 15 cos 9) etc. 

Aus obigen Entwickelungen findet man für die Punkte der 
Axe, d. i. für 9 = 0: 



r=P.'(5) + P.'(|/ + P.'(f)"+ 

Hiemach kann das allgemeine Potential leicht aus der Eit-'^j 
Wickelung für das Potential der auf der Axe gelegenen Pui 
gefunden werden. Man braucht nämlich nur die Coefficienten 
in der Entwickelung des letzteren bezüglich mit Pq, pi el 
zu multipliciren. 

4) Das Potential elektrischer Massen, welche ganz ai 
halb oder ganz innerhalb einer gegebenen Kugelfläche liej 
muss sich auch für den beziehungsweise innerhalb oder aui 
halb der Kugel befindlichen Raum in gleicher Weise wie 
Potential einer elektrischen Ladung, welche über die Kugc 
fläche ausgebreitet ist, entwickeln lassen. Es ergeben sich 
die betreffenden Entwickelungen wie folgt. 

Es sei erstlich V das Potential elektrischer Massen, welcl 
ausserhalb der Sphäre liegen. Das Element der Massen sei d^ 
und seine Coordinaten in Bezug auf ein Polarcoordinat-ensystem, 
dessen Pol in den Mittelpunkt der Sphäre fällt, seien f, 9', 6f. 
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hat alsdaTiii fiir einen Punkt t, tp, H im Iiuieren der Rugel- 
By wenn wir, unter d den Winkel zwischen den Leitstrah- 
und if verstanden, Kürze« halber pn fiir pn {cos S) setzen: 

r=/^=^«|;,.(^)-. 

hieraus folgt: 

m setzen ist: 

[loefficienten P« sind rationale ganze Functionen der Grössen 
), sin tp sin 6, sin (p cos 6 und genügen der Differentialglei- 

Wenn zweitens die elektrischen Massen von der Kugel- 
!>e eingeschlossen werden , so hat man für das Potential in 
m äusseren Punkte: 

»rgiebt sich hieraus: 

iir=i;p.(fr. 





ti man setzt: 



über die Coefficienten dieser Entwickelung länst sich das- 
s aussagen, was hinsichtlich der Coefficienten in der Ent- 
nlniig I. bemerkt würde. Beide Entwickelungen aber sind 
UJIgeineinen convergent, wie leicht durch Betrachtung des 
QÜales einer punktförmigen Masse gefunden werden kann, 
dies gilt auch wenn die elektrischen Massen auf die Kugel- 
B zu liegen kommen, da man es dann mit den früher be- 
teten specielleren Entwickelungen zu thun hat. Die Form 
»ben gewonnenen Entwickelungen ergiebt sich auch sofort 
[en Gleichungen: 





dt , . . .. . , 

-dT^'' 
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von welchen die erste fiir den ersten, die zweite fiir den 3 
ten der betrachteten Fälle gilt. Man braucht zu dem ] 

nur die Ausdrücke — und —77— in der ersten Gleichung 



steigenden, in der zweiten Gleichung nach fallenden Pete 
des nach dem Centrum der r gezogenen Leitstrahles zu 
wickeln. 

b. Bestimmung der auf ein er Kugelfläche durch f 
elektrische Massen inducirten Ladung. 

Mit Hülfe der vorhergehenden Theoreme über das Ei 
Potential lässt sich ohne Schwierigkeit die elektrische La< 
finden, welche auf der sphärischen Oberfläche eines Condu« 
durch äussere feste elektrische Massen oder auf der Oberfl 
einer sphärischen Höhlung durch eingeschlossene Massen i 
cirt wird. Wir beschränken uns auf die Betrachtung des Fj 
wo der Conductor abgeleitet ist, weil der entgegengesetzte 
stets leicht auf jenen zurückgeführt werden kann. 

Es sei nun erstlich V das Potential elektrischer Ma 
welche ausserhalb eines abgeleiteten Conductors mit sphäri« 
Oberfläche liegen. Nach dem Vorhergehenden können wir 
dann bei Zugrundelegung eines Polarcoordinatensystemes , 
sen Pol im Centrum des Conductors liegt, und wenn wi] 
früheren Bezeichnungen beibehalten, folgende Form für das 
tential im Inneren des Conductors erzielen: 

r=|]P.(^)-. 

Bezeichnen wir das äussere und innere Potential der Lac 
welche von den elektrischen Massen auf der Oberfläche 
Conductors inducirt wird , durch U und ?7', so haben wi: 
die auf der Oberfläche und im Inneren des Conductors ge 
nen Punkte: 
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F4- V' = 0, 
oraus folgt: 

0- = - 1 p. (i)-. 

m EQnblick auf die Beziehung zwischen dem inneren und 
.Qsseren Kugelpotentiale finden wir ferner: 

.=-|]p.(fr. 

Xe Dichtigkeit 9 der inducirten Ladung bestimmt sich durch 
lie Gleichung: 

1 ® 
4.nQ = - ^2 (2w+ 1)-P". 

Wena zweitens die inducirenden Massen in einer sphärischen 
Höhlung eines abgeleiteten Conductors eiDgeschlossen sind, so 
KM sich ihr Potential für den ausserhalb der Höhlung liegen- 
fan Baum auf die Form: 

ringen. Man findet dann durch eine ähnliche Schlussweise 
rie im vorhergehenden Falle für das Potential der inducirten 
Adung: 

^=-|]p.(f)-U'=-|i'.a)-, 

Did zur Bestimmung der Dichtigkeit hat man wiederum: 

1 % 
4ä9 = - — ^ (2n + 1) P„. 

finfache und bemerkenswerthe Gesetze ergeben sich für 
Be elektrische Ladung, welche von einer punktförmigen elektri- 
chen Masse auf einer abgeleiteten Kugelfläche inducirt wird. 
Me Masse heisse Q und liege ausserhalb der Kugel in einem 
dankte P, dessen Entfernung vom Mittelpunkte T sei. Der 
lach P hin gehende Leitstrahl werde der Einfachheit wegen 
nr Axe des Coordinaten-Systemes genommen, da dann offenbar 
Pie Coordinate .nicht mehr auftreten wird. Für das Poten« 
iial der inducirenden Masse hat man, wenn noch Kürze halber 
fi statt pn (cos 9) gesetzt wird : 
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K=i=is..(4)-=i|.(i)"a)-. 

Hieraus ergiebt sich füi* die inducirte Ladung: 

Bestimmen wir die Grösse T so, dass 

TT = iü« 
wird, so kann man für die letzte Gleichung schreiben: 



.=- ¥4 ?..©■. 





Es ist aber der Ausdruck 

nichts anderes als die Entwiokelung des reciproken Werthes dar- 
Entfernung von einem Punkt P' auf dem nach P hingehendfis 
Leitstrahle, der in der Entfernung T' vom Mittelpimkte und 
auf derselben Seite wie P liegt, der folglich innerhalb der Kü» 
gel, und zwar so liegt, dass er von dem Punkte P durch die . 
Kugelfläche harmonisch getrennt wird. Bedeutet also r' die Ent- ä 
femung von dem gedachten Punkte P', so ist: 

Wie uns diese Gleichung zeigt, wirkt die von der Masse Q in- 
ducirte Ladung nach aussen hin genau so, wie die Masse 

— ^r~i solche in den Punkt P' concentrirt gedacht. Den Punkt 

P' mit seiner Masse nennt man nach Thomson das elektrische 
Bild des Punktes P mit seiner Masse. 

Für die Dichtigkeit der inducirten Ladung findet man: 

Q_ T^ — Pg 

m 

und die Quantität der ganzen Ladung ist in Uebereinstimmung ^ 
mit einem früheren Satze und wie leicht von vornherein sich er- 
giebt, gleich dem negativen Producte aus dem Radius der Ku- 
gel und dem im Mittelpunkte der Kugel auftretenden Potential- 
werth. 

Durch eine Analyse, welche der oben ausgeführten ähnlich 
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ist, ergeben sich die Gesetze ftir die Ladung, welche auf der 

sphärischen Oberfläche einer Höhlung in einem abgeleiteten 

Conductor von einem innerhalb der Kugelfläche, welche die 

Höhlung bildet, gelegenen Punkte P mit der Masse Q inducirt 

wird Nach aussen hin wirkt die Ladung für sich wie die in 

den Punkt P concentrirte Masse — Q, Für den inneren Raum 

Aber ist das Potential der Ladung dasselbe wie das der Masse 

O R 
— j^9 solche in einen Punkt P', de^ Bildpunkt des Punktes 

Py ooncentrirt gedacht, welcher mit letzterem auf demselben 
Badius liegt und von ihm durch die Kugelfläche harmonisch ge- 
trennt wird. Für die Dichtigkeit der inducirten Ladung flndet 
man: 

Q_ IP — T^ 

^ "" ^%R' r« ' 

und die Quantität der Ladung ist in Uebereinstimmung mit 
einem früheren Satze der inducirenden Masse entgegengesetzt 
gUck 

Litteratur: Laplace, Mecanique celesto. Tome II. 



8. Allgemeine Entwiokelaiig der auf einer beliebigen 

Fläche duroll feste elektrisolie Massen induoirten Ladung. 

Anwendung auf ein EUipsoid, welches der Wirkung einer 

vertheilenden Kraft ausgesetzt ist. 



Das Potential elektrischer Massen, welche ganz ausserhalb 
oder ganz innerhalb einer gegebenen Fläche von beliebiger Ge- 
stalt liegen, kann beziehungsweise für den inneren oder äusse- 
ren Baum der Fläche mittelst des Green'schen Lehrsatzes 
(dritter Zusatz) auf dieselbe Form wie das Potential einer elektri- 
' achen Ladung der Fläche gebracht werden. Aus dieser bemer- 
kenswerthen Form lässt sich aber ein allgemeines Verfahren 
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zur Bestimmung der Influenzelektricität, welche auf einem be- 
liebigen üonductor durch feste elektrische Massen hervorgerufen 
wird, ableiten. 

Wir betrachten erstlich den Fall, wo die elektrischen 
Massen , deren Potential durch V bezeichnet werde, ausserhalb 
der Fläche, welche s genannt werde, liegen. Für den von dar 
Fläche umschlossenen Baum haben wir nach dem angezogenea 
Satze: j 



^ r ^ ^7t dn 



ds. 



Das letzte Glied dieser Gleichung ist, wie aus letzterer selUt' 
erhellt, eine Potentialfunction, deren Massen ausserhalb und inf* 
der Fläche liegen , so dass der Ausdruck z/ f für dieselbe ii 
Inneren der Fläche verschwindet. Auf die Function können 
daher den Satz wiederum anwenden, desgleichen auf das J4 
auftretende letzte Glied u. s. f. Wenn wir dann endlich 
Beihe nach die iur die letzten Glieder gewonnenen Ausdi 
substituiren, erhalten wir die gewünschte Form des Potential 
Zur bequemeren Darstellung dieser Form fuhren wir noch 
Kugelfläche ein, welche sich um das Centrum der r, um 
Punkt, auf welchen sich das Potential V bezieht, mit dem 
dius Eins beschreiben lässt. Auf diese Kugelfläche projic 
wir die Elemente der Fläche und bezeichnen die Projection 
Elementes ds durch dö. Ferner setzen wir: 




d 



Q) 



in dn 



ds = 



V 



d 



© 



4tn dn 



ds = — 



u. 8. w. 




r= - F' 



= — F". 



Hiernach kommt endlich, wenn noch der Gleichförmi 
wegen V^ für V geschrieben wird: 



I. V^C+J — 1- 



dn 



ds, 
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) gesetzt ist: 

lim. Ff»'> = C, 

dV , dV , dV^ , ... <^dP>') 

dn ' du ^ dn ' -^ ^ dn 

Die durch C bezeichnete Grenze ist offenbar eine Constante, 

sin die Function V verläuft innerhalb der Fläche s gleich- 

nniger als F, ebenso verläuft V" gleichförmiger als F u. s. f., 

dass sich also die Functionen F^^> mit wachsendem Index 

uer Constanten Grenze nähern. 

Das neben der Constante C in dem Ausdruck flir V auf- 
etende Integral fallt mit dem inneren Potential der Fläche, 
liehe mit Elektricität von der Dichtigkeit 

_L \^ dF(^> 



4« ^ dn 







belegt gedacht, zusammen. Aus dieser Bemerkung folgt ohne 
RTeiteres, dass auf einem Conductor, welcher von der Fläche s 
Mgreozt und der Wirkung des Potentials T" ausgesetzt wird, 
iBe Ladung mit der Dichtigkeit 



— A^2a 



« dF*') 



43r~ dn 

Gleichgewichte ist. Was den besonderen Charakter dieser 
limg betrifil, so bemerke man, dass ihre Quantität gleich 
fnll ist, denn man hat für jeden Index v: 

*d F*') 



/ 



ds = 0. 




dn 
Die gefundene particuläre Ladung ist folglich diejenige, wel- 
Ton den elektrischen Massen inducirt wird, wenn der Con- 
isolirt und ursprünglich nicht geladen ist. Hieraus er- 
>t sich auch noch eine Bedeutung der Constante C. Letz- 
l0re ist nämlich offenbar gleich dem Werthe, welchen das Po- 
ntial der gesammten Elektricität in dem Conductor unter den 
■gegebenen Umständen annimmt, und deshalb ist sie auch 
ngegengesetzt gleich dem inneren Potentiale, welches auftritt, 
'enn die durch das Potential F auf dem abgeleiteten Conduc- 
RT indncirte Ladung so angeordnet wird, dass sie für sich im 
leichgewicht ist. 
Für den ausserhalb des Conductors gelegenen Raum hat man: 
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dn 




Wenn man also setzt: 

dn 



/VC) 
4ä ■ 



ds 






FM 



wo d6 die Projection von ds auf eine um das Centrum der r . 
mit dem Badius Eins beschriebene Kugelfläche bedeutet, solche 
Projection positiv oder negativ genommen, je nachdem der be- 
treffende Badius vector an der Stelle von ds in den inneroi ^ 
Baum des Conductors eindringt oder aus demselben heraustrifiL/ 
so erhält man für das äussere Potential der oben geiiindfiniw 
partikulären Ladung: 

1 ^dV^^^ 
5 — ^— ds = — 2j Fm 



Die Functionen F^*'^ nähern sich mit wachsendem Indeii 
fiir jeden Punkt des äusseren Baumes der Grenze 0, wie solcl 
aus der über die Functionen F^*'^ gemachten Bemerkung fc 

Wenn zweitens die elektrischen Massen, welche das 
tential F erzeugen, innerhalb der Fläche s liegen, so hat 
für jeden Punkt ausserhalb der Fläche : 

1 dV 
4;r 




dn 



" +/s- 



d 



1 

dn 



ds, 



und aus dieser Gleichung ergiebt sich auf demselben Wc 
welcher im vorhergehenden Falle eingeschlagen wurde, für 
ein Ausdruck von derselben Form wie das Potential einer 
düng der Fläche. Man setze: 




d 



V 



4tJt dn 



(t) 



ds = 



d 



(I) 



ü 

4:7t ' dn 



ds = 




=■- Vu 



= r„ 



u. s. w., 
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wo dö die mit dem gehörigen Vorzeichen genommene Projeo- 
tion von d$ auf eine mit dem Badius Eins um das Centmm der 
I r beschriebene Kugel bedeutet. Alsdann hat man, da die Func- 
tionen Fl, Fj . . . mit wachsendem Index für jeden ausserhalb 
; dar Fläche gel^enen Punkt sich der Grenze nähern, wenn 
l Bodi der Gleichförmigkeit w^en Fo für F gesetzt wird: 




n. F 

i Aus dieser Form des Potentiales ergiebt sich sofort die La- 

[ duDg^ welche von den elektrischen Massen auf der Fläche s in- 
JhBirt wird, wenn letztere eine Höhlung in einem abgeleiteten 
Ooodoctor begrenzt. Die Dichtigkeit dieser Ladung ist: 

1 ^^ 
Q 



1 ^ d F(„) 



4« ^ dn 



Für die Punkte der Höhlung hat man femer : 




man also: 




iz) 

dn 




ds = - I 'Jld6 = - V, 



M> 



d6 die Projection von ds auf eine mit dem Radius Eins 
das Centrum der r beschriebene Kugel verstanden, so er- 
man für das innere Potential der gefundenen inducirten 




i 



r 

Die Functionen F[y] nähern sich wie die Functionen F(,f) 

wachsendem Index der Grenze 0. 

Aus den im Obigen gewonnenen Formeln I. und H. ergiebt 
hy wie wir sahen, unmittelbar die Ladung, welche auf einem 
lirten, ursprünglich nicht geladenen Conductor durch äussere 
ktriscbe Massen inducirt wird, sowie die Ladung, welche 
f der inneren Oberfläche eines hohlen und abgeleiteten Con- 

J^ter, ElektroBttttüE. 15 
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ductors durch eingeschlossene elektrische Massen hervorgerufen 
wird. Ausser der Eenntniss dieser beiden Ladungen ist nadk 
fiiiher gemachten Bemerkungen noch die der Ladung erforder* 
lieh, welche für sich auf einer gegebenen Fläche im Gleichge« 
wicht ist, wenn man im Stande sein soll, die Influenzelektri<sk 
tat zu bestimmen, die auf einem beliebig gestalteten, gelad 
oder nicht geladenen, isolirten oder abgeleiteten Condu( 
durch gegebene äussere oder eingeschlossene elektrische 
sen hervorgerufen wird. Es kann aber aus der Formel L lei 
eine Entwickelung für jene Ladung gefunden werden. Man 
bezeichne nämlich durch q die Dichtigkeit, durch V das Paten* 
tial einer nach einem willkürlich angenommenen Gesetze« iäM|.r 
die gegebene Fläche s ausgebreiteten Ladung; alsdann stellt 
sich aus der angezogenen Formel ergiebt, 

^ 4:n X^ dn 

die Dichtigkeit derjenigen für sich im Gleichgewichte 

licheD Ladung dar, deren Quantität gleich fQ-ds ist, und w( 

che im Inneren der Fläche das hier allenthalben gleiche 
tential 

L ^n d V(^^ 




V-J ^ ds 

erzeugt. Das äussere Potential dieser Ladimg ist: 

00 

F — ^5^ FM. 





Indem wir es dem Leser überlassen, die vorhergehe 
allgemeinen Entwickelungen für den Fall, wo die Influei 
tricität auf einer sphärischen Fläche auftritt, zu verificiren, 
len wir hier mittelst derselben die elektrische Ladung b< 
men, welche auf einem isolirten, ursprünglich neutralen 
ductor von ellipsoidischer Gestalt durch eine punktfoi 
ins Unendliche gerückte elektrische Masse inducirt wird. 

Die Axen 2a, 2b, 2c des Conductors E nehmen wir 
Coordinatenaxen und bezeichnen die Winkel zwischen diei 
Axen und der Richtung, nach welcher die vertheilende Masse 
ins Unendliche gerückt ist, durch a, ß, y. Es leuchtet alsda 
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ein, dass das Potential der Masse Q mit der Grenze zusammen- 
fiUlty welcher sich der Ausdruck 

Q , 

nihert, wenn die Grösse R über alle Grenzen hinaus wächst, 
l&r den veränderlichen Theil dieser Grenze, welcher offenbai: 
fir sich in unserer Frage als inducirendes Potential aufgefasst 
werden kann, findet man, wenn die Grenze des Quotienten 
Q : R* durch K bezeichnet wird : 

K [xcosa -f- ycosß + Mcosy] = V. 

Die Niveauflächen dieses Potentiales sind eben und stehen 
anf der Richtung a, ß, y senkrecht, die Kraftlinien sind gerade 
XBid mit der genannten Richtimg parallel, die Grösse der Kraft 
endlidi ist allenthalben gleich K, Es möge nebenbei bemerkt 
weRlsn, dass man einen Raum, welcher von ebenen Niveau- 
ßißbai durchzogen wird, ein gleichföniiiges elektrisches Feld 
Mont. 

Aus der Form des Potentiales erhellt, dass die gesuchte 
Ladung angesehen werden kann als Uebereinauderlagerung 
far drei Ladungen, welche den einzelnen Componenten der ver- 
ttflilenden Kraft entsprechen. Mit Rücksicht hierauf besUm- 
Afloi wir zunächst die durch das Potential V = x bewirkte 
Tertheilung. Es seien r, qp, 6 räumliche Polarcoordinaten, de- 
len Pol in einem Punkte x, y, z innerhalb des Ellipsoides liegt^ 
deren Axe mit der Axe der x parallel läuft, und deren Funda- 
Mttfctlebene auf der Axe der z senkrecht steht Alsdann 
ittbcB wir, wenn wir die rechtwinkligen Coordinaten eines 
der Oberfläche accentuireu, übrigens aber die frü- 
Bezeichnungsweise beibehalten: 

4% V =f V dö = f x^ dö = f (x + rcostp) dö, 
^irocaus folgt: 

271 n 

4% F' = 4jrx -f" f ^^ J ^^* rsing)cos(p. 



Das letzte Integral stellt aber offenbar die a:-Compo- 
ite der Anziehung dar, welche die Masse Eins, in den Punkt 
y, 8 ooncentrirt, seitens des gleichförmig niit Masse von der 
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Dichtigkeit Eins erfüllten Ellipsoides erfahrt, hierbei die Attrac- 
tions-Constante gleich Eins gesetzt. Bezeichnen wir also dnrdi 
A die absolute Anziehung, welche die Masse Eins von dem Ellip- 
soide erleidet, wenn sie in einem Scheitel der Axe 2a liegt, so 
hat man: 

\ 4:na/ 

Wir schliessen hieraus, dass allgemein zu setzen ist: I 

\ 4xaJ : 

Da der Quotient A:4tnay wie leicht zu finden, kleiner 



1 ist, so kommt: i:^/ , 

-^ "i. 

Hiernach ergiebt sich endlich für die durch das Potential F*=* 
inducirte Dichtigkeit, wenn a den Winkel zwischen der* 
wärts gerichteten Normale des Ellipsoides und der Axe der 

bedeutet : 

acosa 



A 

und man bemerke, dass der letzte Ausdruck proportional ist) 
der kürzesten Entfernung des Ellipsoides E von einem 
ten Ellipsoide, welches erhalten wird, wenn man jenes 
eine verschwindend kleine Grösse parallel mit der x-Axß 
schiebt. 

Aus dem oben gewonnenen Resultate ist es jetzt leicht^ 
elektrischen Zustand zu bestimmen, welchen der Conductor 
ter der Einwirkung des Potentiales 

V = K { xcos a -{- ycosß -{- jscosy] 

darbietet. Man construire ein Hülfsellipsoid (S, dessen 
2 21, 2 ö, 2 6 in die des Conductors fallen und so bestimmt 
dass man hat: 

n 

jj2_-£_^^ r^ cos dasind de 

a M 1 / . ■ j - -V 



'fn 



costi^-\- p sin öA (cos Ö» -f ^ wn öA 



••=1= 
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^^ /*£ cos 6^ sine de 



'-'-/f 



cose^sinede 



(co5Ö« + ^stnÖ«VcosÖ»+ ~5inöA 



In dem EUipsoide (S ziehe man den Radius q nach der 
Sichtung a, ß^ y^ nach welcher die Masse Q ins Unendliche ge- 
rückt ist. In dem Endpunkte des Radius lege man eine Tan- 
pntialebene an das Ellipsoid und falle auf dieselbe aus dem Mit- 
tfl^pimkte ein Perpendikel p. Nach der Richtung dieses Perpen- 
dikds verschiebe man das Ellipsoid E in eine neue Lage W^ 
80 dav, unter £ eine verschwindend kleine positive Grösse 
▼entandeDy die Verschiebung den Betrag 

erlangt. Füllt man nun endlich das Ellipsoid E mit elektri- 

lAer Masse, welche die absolute Dichtigkeit — hat und mit 

Masse Q gleichnamig ist, das Ellipsoid E aber mit ebenso 
entgegengesetzter Elektricität, so stellen die in dieser 
geladenen EUipsoide E und E^ in ihrer Gemeinschaft 
len den von der Masse Q oder der Kraft K indudrten 
^hen Zustand dar. 
- . Die Axen des Hülfisiellipsoides lassen sich mittelst der 
|K|iVBhen Functionen berechnen. Es sei nämlich: 

a > 6 > c; 
Mann setze man: 

a« — 6» Ä« — c» 

Dd bestimme den zwischen und -^ gelegenen Bogen 9, für 




«Ichen: 



c 

cosw = - 

^ a 



i^mach berechne man folgende Ausdrucke, in welchen die 
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bei den elliptischen Functionen gewöhnliche Bezeichne 
weise angewandt ist: 



= H 



Alsdann hat man, wenn noch 

(a2 — c2)i 
gesetzt wird : 

«2 = ~ = HX, «^ = 5= tf r, 6« = - = HZ, 
a c 

Man bemerke noch, dass die grösste und. kleinste Axc 

Hülfsellipsoides beziehungsweise in die kleinste und gn 

Axe des Conductors fallt. Nehmen wir nämlich an, es sei: 

a > 6 > c, 
so ist auch: 

T> Z^^i; ^^^ T > T > T> 
a a c c 

und hieraus folgt: 

a < « < 6. 

Die Bestimmung der statischen Verhältnisse des Coi 
tors bietet nunmehr keine Schwierigkeit dar. 

Man findet ohne Weiteres, dass die am Conductor wii 
den elektrischen Kräfte sich ersetzen lassen durch ein Ki 
paar, welches in der durch die Linien p und q bestim 
Ebene liegt, welches strebt, die Linie p auf dem kürz< 
Wege in die Linie q zu drehen, und dessen Moment gleicl 

pq 

wenn E das Volumen des Conductors, d den Winkel zwis 
p und q bedeutet. Dies Resultat lässt sich auch durch Bet 
tung des Potentiales der Elektricität in Bezug auf sich s 
ableiten, und wir wollen hiör zeigen, wie allgemein die B 
gungen Air das Gleichgewicht eines beweglichen isolirten 
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dnciors, der von einem Idiolelekiaricum influencirt wird, mit 
Hülfe jener Function gefunden werden können. 

Es sei F das Potential eines Idioelektricums, q die Dichtig- 
keit der Elektricität auf einem isolirten Conductor, welcher unter 
der Influenz des Idioelektricums steht, und U das Potential der 
Ladung. Alsdann hat man für den veränderlichen Theil des 
klben Potentiales der gesammten Elektricität in Bezug auf 
sich selbst: 



W =f{\ U+v)q ds. 



I 



Es werde nun der Conductor in eine neue Lage versetzt, 
wie die Art seiner Beweglichkeit es gestattet und so, dass je- 
der seiner Punkte einen unendlich kleinen Weg beschreibt. 
'Hftdidem sich das elektrische Gleichgewicht wiederum herge- 
steUi bat, weist die Grösse W eine verschwindend kleine Aen- 
denmg d W auf. Man hat alsdann in Gemässheit des Princi- 
pes der virtuellen Geschwindigkeiten, wenn noch 8P die ne- 
gative Arbeit der Kräfte bedeutet, welche neben den elektri- 
schen Kräften am Conductor wirken: 

dP + öW=0. 



Aus letzterer Gleichung lassen sich, sobald W bekannt ist, 
ir jede Lage des Conductors die nicht elektrischen Kräfte be- 
stimmen, welche den am Conductor wirkenden elektrischen 
'r:- Kriften das Gleichgewicht halten , und wenn jene Kräfte ge- 
^ geben sind, so lässt sich die Lage des Conductors bestimmen, 
m wdcher Gleichgewicht stattfindet. Wenn die Grösse P -}- W 
';> Ar mae bestimmte Lage ein unbedingtes Minimum aufweist, 
':V.io £ndet stabiles Gleichgewicht statt, im entgegengesetzten 
^JUIe ist das Gleichgewicht labil, und wenn im Besonderen 
' jene Summe für die zulässigen Versetzungen des Conductors 
constant bleibt, so ist das Gleichgewicht indiflferent. 
Für die Variation von W hat man: 

«W^=/{(| U-\-v)dQ-^ (.«(1 U+ V)] ds. 

Da aber der Conductor isolirt und mithin bei den in Be- 
tracht kommenden Versetzungen die Quantität der l^adung un- 
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geäudert bleibt, so ist in Qemässheit der Bedingungen für das 
elektrische Gleichgewicht : 

/IG U-\-r)d(f + 9d (1 17)) ds = 0; 

mithin hat man auch: 

8W=fQdVds, 

Die Richtigkeit dieser Gleichung erhellt auch aus der B^^ 
merkimg, dass sich die Kräfte zwischen den einzelnen Theil^ 
der Ladung gegenseitig das Gleichgewicht halten, die Kräfte 
zwischen dem Conductor und dem Inducenten aber dieselben 
sind , wie wenn jener ein Isolator und seine Ladung nicht be- 
weglich wäre. 

Bezeichnen wir das Gesammtpotential im Inneren des Cbft* 
ductors durch G, so ist auch für die Oberääche: 

hiernach kann man, wenn noch die Ladung des Conductori^ 
durch Q bezeichnet wird, schreiben: 

W=lQQ + \fQVds. 

Die vorhergehenden Betrachtungen lassen sich leicht 
den Fall ausdehnen, wo der Conductor abgeleitet ist, indc 
man von zwei isolirten Conductoren, die mit einander di 
einen verschwindend dünnen Draht verbunden sind, ai 
Solches dem Leser überlassend wenden wir uns zu dem 
soidischen Conductor im homogenen Felde zurück. Die 
tität seiner Ladung wurde gleich Null angenommen. Fi 
bemerke man, dass das Potential eines im Unendlichen gel( 
nen Punktes in Bezug auf einen im Endlichen gelegenen 
per gleichkommt dem Potential in Bezug auf die Masse 
Körpers, letztere in den Schwerpunkt concentrirt gedj 
Hiernach ergiebt sich: 

ur ^ r T7 j EK^ cos 8 
W = - / Q Vds = ^ , 

oder, da p gleich qcosä ist: 

Wir verweisen den Leser, um Wiederholungen zu vennei>: 
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den, wegen der Folgerangen, welche sich an die letzte Formel 
hissichthch besonders interessanter Fälle des Gleichgewichtes und 
der Bew^nng des ellipsoidischen Conductors anknüpfen lassen, 
auf die später folgende Untersuchung über die Magnetisirung 
eines Ellipsoides im homogenen magnetischen Felde und bemer- 
\m noch, dass die obigen Ergebnisse als Grundlage für eine Me- 
ttode, die Intensität einer gegebenen constanten elektrischen 
llraft auf absolutes Maass zurückzuführen, dienen können. 



V. 

VOM GLEICHGEWICHTE DER ELEKTRICITÄT 
AUF ZWEI EINANDER INFLUENCIRENDEN CONDÜ 

TOREN. 



1. Allgemeine Betraohttingen. 

Bei einem beliebigen Systeme von leitenden und idioelc 
trischen Körpern ist das Gleichgewicht der Elektricität an ( 
Bedingung geknüpft, dass das Potential der sämmtlichen in da 
Systeme enthaltenen Elektricität in allen Punkten eines Condi 
tors einen gleichen Werth aufweise, welcher Werth aber für i 
verschiedenen Conductoren keineswegs ein und derselbe zu 8|| 
braucht. Wenn einer der Conductoren abgeleitet ist, so i^| 
das Qesammtpotential in seinem Inneren den Werth bah 
und wenn zwei Conductoren mit einander in leitender Verbj 
düng stehen, so muss das Gesammtpotential in beiden einen xn 
denselben Werth haben. Wir beschränken uns in der Folge « 
die nähere Betrachtung des elektrischen Gleichgewichtes I 
zwei Conductoren, von welchen der eine sich im Wirkungski^j 
des anderen befindet. Hier lässt sich die Bestimmung des Qlip 
gewichtes unter Anderem stets auf die beiden Fälle zurückföhl 
wo einer der Conductoren abgeleitet ist, während der andi 
isolirt und mit einer solchen Ladung versehen ist, dass in seine 
Inneren das Gesammtpotential 1 herrscht. Um nun zuvördei 
diese besonderen Gleichgewichtszustände mittelst der bisher | 
wonnenen Resultate zu ermitteln, wenden wir folgendes Verft 
ren an, welches der Hauptsache nach zuerst von Murphy« 
gegeben wurde. 
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Ueber die Oberfläche des isolirten Conductors werde ein 
^nantom Elektricität von der Gröese und in der Art ausgebrei- 
eif dass es in jedem Punkte des Conductors das Potential 1 er- 
engt Jene Ladung werde durch q^ bezeichnet. Die Ladung q^ 
enke man sich als eine feste* elektrische Masse, und als solche 
nfe sie auf dem zweiten, abgeleiteten Conductor die Ladung ^ 
ervor. Man denke sich jetzt die Ladung q^ als fest und den 
sten Conductor als abgeleitet; die Ladung, welche alsdann auf 
izterem durch gf inducirt wird, heisse g". Femer sei q'" die 
adung, welche von der als fest gedachten Ladung ^' des ersten 
onductors auf dem zweiten Conductor inducirt wird, sobald 
itzterer mit der Erde in Verbindung gesetzt wird. In dieser 
^eiae ohne Ende fortfahrend, erhalten wir auf dem ursprünglich 
Karten Conductor nach und nach die Ladungen go, q" , q'^ 
L a f., auf dem ursprünglich abgeleiteten Conductor die Ladun- 
[iBD j', q^'\ q^ u. s. f. Man bilde nunmehr die aus g®, g", q'^ 
. 8. t resultirende Ladung, d. h. die Ladung, deren Dichtigkeit 
kiehkommt der Summe der Dichtigkeiten, oder deren Poten- 
ial gleichkommt der Summe der Potentiale der genannten La- 
BDgen, und ebenso bilde man die aus den Ladungen ^, q"\ q^ 
& f. resultirende Ladung. Es sind alsdann die beiden so ge- 
vnmenen Ladungen die gesuchten, für welche in dem isolirten 
onductor das Potential sämmtlicher Elektricität allenthalben 
an Werth 1, im abgeleiteten Conductor allenthalben den Werth 
aufweist. In der That, das Gesammtpotential der Ladungen 
^ und ^, das der Ladungen q" und q"' u. s. f. hat innerhalb 
n abgeleiteten Conductors den Werth 0. Im Inneren des iso- 
vskm Conductors aber ist daß Potential der Ladung q^ gleich 1 
iMi verschwindet das Gesammtpotential der Ladungen ^ und 
\ das der Ladungen g'" und q'^ u. s. f. Endlich bemerke 
in noch, dass dem Früheren zufolge die Dichtigkeit einer je- 
n einzelnen Theilladung allenthalben ein und dasselbe Vor- 
ichen aufweist, und dass die absoluten Werthe der Quantitä- 
D der Ladungen g^ q\ //'..., folglich auch die Potentiale die- 
• Ladungen fiir irgend einen bestimmten Punkt eine conver- 
nte Beihe bilden. Aus alle dem folgt, dass das Oesammtpo- 
itial der beiden resultirenden Ladungen in dem isolirten 
nductor allenthalben gleich 1 ist, in dem abgeleiteten Con-^ 
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ductor aber verschwindet, so dass die Ladungen sich im Gleich- 
gewichte befinden. Auch ergiebt sich noch, dass die ganee 
Oberfläche des isolirten Conductors mit positiver, die ganm 
Oberfläche des abgeleiteten Conductors mit negativer Elektro 
cität bedeckt ist, und dass die I^uantität der auf dem ersten 
Conductor befindlichen Ladung die des zweiten Conductors an 
absoluter Grösse übertrifil. Der oben erörterte elektrisdit 
Gleichgewichtszustand zweier Conductoren kann als das Ergdiivi 
niss einer unendlichen Beihe von aufeinander folgenden fictivoi ^ 
Inductionsacten angesehen werden, wobei jedesmal eine ieati 
Ladung des einen Conductors auf den anderen, abgeleiteten CW 
ductor inducirend einwirkt. Der erste Inductionsact besteht dk - 
rin , dass die als fest gedachte Ladung q^ des isolirten Cooä^ 
tors, welche als bewegliche Ladung für sich im GleichgewvUi 
ist, auf dem abgeleiteten Conductor die Ladung q' indaflbi 
In dem zweiten Inductionsacte hat man sich q^ und q^ als fei^ j 
den ursprünglich isolirten Conductor als abgeleitet zu denke^r 
und ruft q* auf dem letzt genannten Conductor die Ladung ^ 
hervor u. s. f. 

Es erübrigt jetzt noch zu zeigen, wie jede den 
gen des Gleichgewichtes genügende Ladungsweise zweier 
ductoren auf die beiden particulären Gleichgewichtsladii] 
welchen die inneren Potentiale und 1 entsprechen, zuni< 
führt werden könne. Für die eine dieser Ladungen sei Vi^ 
Potential des Conductors, in welchem das Gesammtpoteni 
den Werth 1 hat, Fg^ das des zweiten Conductors, in weh 
das Gesammtpotential gleich ist. Für die andere Ladi 
weise sei Vi^^ das Potential des arsten Conductors, in weh 
jetzt das Gesammtpotential gleich ist, und F^^ das des z\ 
ten Conductors mit dem inneren Gesammtpotentiale 1. 
hat alsdann für eine Ladungsweise, wobei das Gesammi 
tial in dem ersten Conductor den Werth 6ri, in dem 
Conductor den Werth (?2 hat, G^ F/ + G2 Vi" als Potent 
des ersten und Gi Y^^ -f- Gg V^" als Potential des zweiten 
ductors. 

Die gegenseitigen Wirkungen der Ladungen auf zwei eiifc*. 
ander influencirenden Conductoren lassen sich unter Anderem 
mittelst des halben Potentiales der gesammten Elektricität i 
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r Bezog auf sich selbst ermitteln. Für diese Grösse hat man, 
wenn Qiy Q^ die Quantitäten der Ladungen und Gu G^ die be- 
süglichen Werthe des inneren Glesammtpotentiales sind: 

W=^(G,Q^ + G,Q,). 

Beispiele von solchen Gleichgewichtszuständen, wie sie oben 

«nrtert wurden, lassen sich leicht aus schicklich gewählten Po- 

Inoitialfunctionen ableiten. In der That, es seien erstlich Si und 

Bi zwei geschlossene Niveauflächen einer Potentialfunction F, 

wdehe ganz auseinander liegen, die entsprechenden Potential- 

: irerihe seien Ai und /l^. Die erste Fläche schliesse den Theil 

Ol, die zweite den Rest Q^ der^Massen ein, welche das Poten- 

tiil F erzeugen. Unter JVi, N^ die auswärts gerichteten Nor- 

wloi der Flächen verstanden, belege man die erste Fläche 

1 dV 
wik eWrtarischem Fluidum von der Dichtigkeit — T" ji^y die 

1 dV 
i swdte mit elektrischem Fluidum von der Dichtigkeit — j yw' 

[:ffiermit hat man die Anordnung der Elektricität erhalten, wie 

auf zwei von den Flächen Si und S^ begrenzten Conducto- 

«oftreten würde, wenn man letztere bezüglich mit den 

titäten Qi und Q-2 lüde. Das Gesammtpotential dieser 

Aidlingen fallt ausserhalb und auf den Conductoren mit V zu- 

laMomen, so dass es auf und in dem einen Conductor den Werth 

iAu auf und in dem anderen Conductor den Werth A^ hat. Es 

Faien zweitens Si und Si wiederum geschlossene Niveauflächen 

im Potentialfunction F, von welchen aber jetzt die erste mit 

: dMi Potentialwerthe Ai ganz, innerhalb der zweiten mit dem 

IMnÜAlwerthe A2 liege. Von den Massen, welche das Po- 

iHfeiai F erzeugen, werde ein Theil Qi von der ersten Fläche 

ngeschloBsen , während der Best Q^ ausserhalb der zweiten 

rlliche liege. Die erste Fläche denke man sich als Oberfläche 

^Anes Conductors, die zweite Fläche als Oberfläche einer Höh- 

long in einem zweiten Conductor, welcher also den ersten um- 

tehliessf« Belegt man alsdann die Oberfläche des ersten Con- 

1 dV 
ductors mit Elektricität von der Dichtigkeit — -r— • -7-^^, die 

pberfliäche der Höhlung im zweiten Conductor mit Elektrici- 
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1 dV 
tat von der Dichtigkeit — • ^^ , so findet für diese Lac 

gen elektrisches Gleichgewicht statt. Die Quantität der 
düng auf dem eingeschlossenen Conductor ist gleich Qi, die 
der Oberfläche der Höhlung ist gleich — Qi. Das Gesan 
Potential beider Ladungen ist in dem Zwischenräume zwis( 
beiden Conductoren gleich V — A2; dasselbe hat also auf 
in dem eingeschlossenen Conductor den Werth Ai — ^2, 
und ausserhalb der Oberfläche der Höhlung den Werth 0* 



2. Oegenseitige Influenz zweier sphärischer Conductoi 
Bestinunung der Ladung eines sphärischen Gonduct 

nach absolutem Maasse. 



Die vorhergehende Methode wollen wir auf die Unte 
chung der elektrischen Verhältnisse zweier Kugeln anwen 
von welchen die eine isolirt und geladen, die andere aber 
der Erde durch einen verschwindend dünnen Draht in leite 
Verbindung gesetzt ist. Die Radien der Kugeln seien bei 
lieh Ri und Rq, die Entfernung ihrer Mittelpunkte sei S. 

Ueber die erste Kugel mit dem Radius Ri breiten 
gleichförmig die Ladung q^ = Ri aus, der das Potential 1 • 
spricht. Diese Ladung wirkt nach aussen wie ein Punkt p^ 
Mittelpunkte jener Kugel mit der Quantität q^. Die im er 
Inductionsacte von q^ erzeugte Ladung q' der zweiten abgel< 
ten Kugel lässt sich für jede nach aussen hin gehende Wirk 
durch den elektrischen Bildpunkt p' von p^ mit der Masse gf 
setzen, und nach dem Früheren bestimmt sich sowohl die I 
wie auch die Quantität dieses Bildpunktes. Die Fortset2 
obiger Betrachtung lässt ersehen, dass die Wirkungen 
schliesslichen Ladungen beider Kugeln sich durch die e 
Reihe von Punkten ersetzen lassen, welche bei jeder Kugel 
dem nach dem Mittelpunkte der anderen Kugel hingehenden 
dius gelegen sind. Für einen solchen Punkt wollen wir 
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: Entfernungen von den Mittelpunkten der Kugeln bezüglich 
durch ^i und U bezeichnen. Man findet alsdann folgende Be- 
»ehiingen fUr die aufeinander folgenden Theilladungen, wodurch 
der Endzustand des Qleichgewichtee vollständig bestimmt ist, 
indem die einzelne Ladung der Kugeliläche vollständig bekannt 
l'U, sobald die Lage und Masse des Punktes bekannt sind, 
Aorch welchen ihre Wirkung nach aussen ersetzt werden 
kum: 

«' — B, 

u. & f. 

Für die Berechnung der Grössen t, durch welche sich auch 
Orössen q bestimmen , wird die Bemerkung von Nutzen 
, dass die Entfernungen der Bilder, welche die erste Kugel 
»hliesst, von dem Mittelpunkte dieser Kugel nichts anderes 

.ifader 0., 2., 4. u. s. w. Partialbruch des folgenden Kettenbru- 

;;die8 sind : 

■ 



8 — etc. 

Die analogen Entfernungen für die in der zweiten Kugel 
«Dthaltenen Bilder sind der 1., 3., 5. u. s. w. Partialbruch des 

E'^lgenden Kettenbruches: 



*." 


— 





/,» = S 


W i? 


— 


Rl 


W — s—W 


k" W 


— 


Rl 


U" = S-U" 


t.'" h" 


— 


Ä/ 


t,'" — S t,'" 


h"h"' 


= 


R} 


U"'— S-t,'^ 


o. 


8. f 




U. 8. f. 





L^ 



s — 



m 



S — etc. 



A.VB Obigem findet man für die Qesammtladung Q^ , Q^ der 
nnen und anderen Kugel: 
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«« = «' + i" + 3" + 

Femer ergiebt sich für die äusseren und inneren Poientiak^ 

wenn die Entfernung von einem Bildpunkte, in dem die Masse 

^»'> concentrirt ist, durch f^^^ bezeichnet wird: 

'^'= ■^ + l?? + pKi . »^i— 1 — -7 — p" . 

Obige Reihen convergiren im Allgemeinen; sie convergiren 
aber um so weniger stark, je näher die beiden Kugeln aiieiii- 
ander rücken, und verlieren endlich ihre Convergenz, wenn die 
Kugeln zm* Berührung kommen. 
Indem wir die Formel: 

q_ P — R^ 

für die auf einer Kugel durch einen äusseren Punkt inducirtljj 
Ladung in Anwendung bringen, ergeben sich leicht die IEjA^ 
Wickelungen für die Dichtigkeiten der Elektricität auf den 
den betrachteten Sphären. Wir bezeichnen jene bezüglich. dl 
Qi und 92, den Ausdruck V^if")» — R} oder yf,(»')2 — Bl, d, 
die Länge der Tangente, die von einem Bildpunkte in der 
Kugel an die andere Kugel gezogen werden kann, durch 
Es ist alsdann: 

gOU0 2 g"Uf'2 qIVJJIV2 

43ri^92 = ^:oi ■;;jr^ J7?^i 

Auf den oben erörterten Fall lässt sich leicht das Glek 
gewicht einer jeden Ladung, die einem Systeme von zwei 
rischen Conductoren mitgetheilt wird, zurückföhren. Ohne 
teres ergeben sich aus den gewonnenen Resultaten für ein 
ches System folgende allgemeine Regeln. 

a. Wenn eine der Kugeln abgeleitet ist, so sind beide Kl 
geln allenthalben mit Elektricität bedeckt und zwar die eine 
mit positiver, die andere mit negativer. Auf jeder der Kugeln 
nimmt die absolute Dichtigkeit mit wachsender Entfernung vo^) 
dem der anderen Kugel zunächst gelegenen Punkte, dem Pol 
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tetig ab, und es ist natürlich die Dichtigkeit blos eine Function 
!er Entfernung vom Pole. Die Ladung der isolirten Kugel 
bimmt hinsichtlich ded Vorzeichens mit dem Potentialwerthe 

berein. 

b. Wenn das Qesammtpotential in der einen Kugel einen 
)6itiven, in der anderen einen negativen Werth hat, so ist auch 
if jener die Dichtigkeit allenthalben positiv, auf dieser allent- 
dben negativ. Ueber den Verlauf der absoluten Dichtigkeit 
sst sich dasselbe wie im vorhergehenden Falle aussagen. 

c. Das Gesammtpotential habe in beiden Kugeln einen 
[eichen Werth. Die Dichtigkeit stinmit alsdann auf beiden 
Jigeln hinsichtlich des Vorzeichens mit dem Potentiale überein. 
tar absolute Werth der Dichtigkeit nimmt mit wachsender 
y&mung vom Pole stetig zu. 

d In beiden Kugeln weise das Gesammtpotential dasselbe 
^(azeicben auf, aber in der einen Kugel einen grösseren abso- 
Bteii Werth, als in der anderen. Jene ist alsdann allenthal- 
en mit Elektricität bedeckt, deren Vorzeichen mit dem des Po- 
antiales übereinstimmt. Auf der anderen Kugel nimmt die 
Kditigkeit der Ladung (nicht der absolute Werth der Dichtig- 
eit) mit wachsender Polardistanz stetig zu oder ab, je nach- 
em das Potential bezüglich positiv oder negativ ist. Auf die- 
ar Kugel kann die Dichtigkeit für eine gewisse Polardistanz 
erschwinden, und es lässt sich stets das Verhältniss der Poten- 
alwerthe in beiden Kugeln so bestimmen, dass die Dichtig- 
eit für eine gegebene Polardistanz verschwindet. 

Ene besondere Betrachtung erheischt der Fall, wo die bei- 
es Kugeln sich berühren. Wir nehmen wiederum an, dass 
eine Kugel isolirt, die andere abgeleitet ist, und dass in je- 
dr das Potential den Werth Eins hat. Man findet aus dem 
^igen für einen Punkt, der auf der Centrallinie innerhalb des 
Bten, d. L isolirten Conductors in der Entfernung fi vom Mit- 
[pankte liegt: 

id in analoger Weise ergiebt sich für den zweiten Conductor: 

eer, KlelctroKtatik. (j 
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F,' 



Für die erste, übrigens divergente Reihe kann man schreib 

1 ^ 1 



wo zu setzen ist: 
Da nun allgemein 



1 r\ 
— = / a?« 

a J 





ist, so fallen die Glieder der ersten Entwicklung mit den ( 
dern zusammen, die sich ergeben, wenn man in dem Ausdr 






\j 
den Integranden nach steigenden Potenzen der Veränderli( 
entwickelt und hierauf integrirt. 

Ebenso ergeben sich die Glieder in der zweiten gleich 
divergenten Entwicklung, wenn man den folgenden Ausd 
in analoger Weise umformt: 



wo zu setzen ist: 

Bit^ 



)(R,-L)J 1-x "'*^' 



q=l + 



(Bi -f- R2) {R2 — U) 
Die obigen Bemerkungen führen uns auf eine neue I 
für das innere Potential in der Centrallinie, wenn sich die 
den Sphären leitend berühren und in ihnen das Potential ! 
herrscht. Die Ladung besteht dann aus zwei Ladungen 
oben betrachteten Art. Bei der einen dieser Ladungen isi 
erste Kugel, bei der anderen Ladung die zweite Kugel als 
lirt zu betrachten. Bei der ersten Ladung ist die Anfa 
ladung der ersten Kugel J?i, bei der zweiten ist die 
fangsladung der zweiten Kugel U^» Für die auf der Cenl 
im Lineren der ersten Kugel befindlichen Punkte besteht 
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von der Ladung dieser Kugel herrührende Potential aus dem 
oben durch F/ bezeichneten Theil, sowie aus einem zweiten 
Heile, der aus F2' durch Vertauschung der Marken 1 und 
l gewonnen wird. Bezeichnen wir das gedachte Potential 
hirch Ui\ so ist also für die Centrallinie im Inneren der ersten 
(ngel: 



00 



W = BtB,^ (iJ, R, + w [i?i + R,] [Ri - <,])-' 



00 



-B,R,^(R,ti + (n + 1) [B, + R,] [iJ. - <,])- 



Ml Ri 



- {R, + R,) (if, 
a setzen ist: 



r x' — x" j„ 



f = 



Ri R^ 



~ 1, h = 



Rqti 



{R, + R,) {R, ^U) ^' "- (Ri + R,)(R, - 1,) 

Lässt man die Glieder der beiden Reihen in der ersten 
von LV mit einander abwechseln, so gewinnt man eine 
rgente Reihe, ebenso, wenn man in der so erhaltenen 
je zwei aufeinander folgende und dem Vorzeichen nach 
[engesetzte Glieder in ein Glied zusammenzieht. Nur fiir 
Berührungspunkt, oder den Pol der Kugel, d. h. für ^ = iJj, 
die Entwicklung keine Summe und wird auch die Inte- 
form unbestimmt. Es giebt aber dennoch die letztere über 
Verhältnisse des gedachten Punktes Aufschluss. Wenn wir 
lieh das Integral durch die Substitution 

m und vor der Integration den wahren Werth des In- 
iden für ^ = üi auf dem gewöhnlichen Wege bestim« 
80 finden vnr erstlich, dass in dem gedachten Punkte: 

Ri 



fttens ergiebt sich: 

i dtx 

nmach lässt die Formel : 



Rl -j- Rq 



2 (Ä, + R,) 



6* 
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ersehen, dass in dem Berührungspunkte die Dichtigkeit 
schwindet. 

Aus der zusammengezogenen Reihenentwickelung für 
findet man, indem man ti = setzt, und mit J2i multip] 
fiir die Quantität der Ladimg: 



wo zur Abkürzimg JBi : 1^2 = ^ gesetzt ist. 

Wenn wir in der letzten Reihe für den Nenner des 
Gliedes n{n\\-\-q\^ q) schreiben, das Verhältniss 1 : 1 + g 
einführen und nach Potenzen desselben entwickeln, so kom 

^ = ea 



1 + ^[S2(«2) + S8(f2)* +••••] 



wo zu setzen ist: 



— 1 _i_J__L 1 _i_ 



• • • . • 



2» I 3» I 4 
Durch Vertauschung von Ri und JB2 finden wir femer: 

Es ist folglich, wenn noch: 

S2(eq) + Ssisq)^ --{ = 27 

S2S + S3 «^ + — = 27' 
gesetzt wird: 

Qi _ q' + qS 

Je kleiner q ist, um so stärker convergirt die Reihe 27, w 
weniger aber die Reihe 2J'. Es lässt sich aber letztere 
folgt in einen Ausdruck umwandeln, der noch stärker wi( 
erste Reihe convergirt. Bekanntlich hat man: 

log r(x) = ~ logx- Cx + ~ S^x' - ^ SsX^ ^ j S^x^ - 

logr(l--x)= Cx + ^ S2X' + l Ssx^ + j «4^* + 

wo C die Constante des Integrallogarithmus bedeutet un 
setzen ist: 
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Bifferentiirt man beide Gleichungen und setzt in die erste für 
X die Differenz 1 — rr, so kommt: 

^^fi^-c + T^-o-^j+a-«)'- 

I 

— s^ (1 — a:) + 53 (1 — a;)» — 

älog r(l — x) 



dx 



C + a; + a:2 + 



+ S^X-^-SzX^ + 



Dnrch Gleichsetzung der Ausdrücke rechter Hand und indem 
[vir für a: die Yerhältnisszahl £ einsetzen, finden wir: 

^ = r^^ - ^«(«4) 4- sa(f(r)' - 

[Hcnden wir die obigen Formeln auf einen später zu erwähnen- 
den Fall an, in welchem die Radien der Kugeln 1,1537 und 
15,946 Centimeter maassen, so finden wir durch Berechnung 
[tmi je vier Gliedern der auftretenden Reihen fiir das Verhält- 
der Ladungen die Zahl 0,0079377. Die zur Berechnung er- 
lerlichen Coefficienten s findet man u. a. in Legendre's Traue 
\fmdions eUiptiques et des integrales Euleriennes. 
Wenn Jßi an Grösse abnimmt, so nähert sich Qi der Grenze 

R^\} + T^ + T' + "") = R^ 'IT' 

gleich nähert sich die Ladung Q^ dem Grenzwerthe IZj. Hier- 
folgt: Berührt man eine geladene Kugel mit einer zweiten 
die gegen jene als verschwindend klein betrachtet wer- 
kann, und entfernt hierauf wiederum beide Kugeln, so ist 



n 



2 



Dichtigkeit der Elektricität auf der kleinen Kugel -^ mal 

als auf der grossen Kugel. Coulomb fand für jene 
erhältnisszahl aus seinen Versuchen den Werth 2. 

Die Kenntniss des Verhältnisses zwischen den Ladungen 
bweier sich berührender Kugeln ist für das Fractioniren eines 
gegebenen Quantums Elektricität erforderlich. Jenes Verhältniss 
kann für verschiedene zwischen 1 und 200 gelegene Verhält- 
idsse der Radien aus der Tabelle entnommen werden, welche 
rir hier folgen lassen, indem wir zugleich auf eine von Plana 
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(Riess, die Lehre von der Reibungselektricität) berechnete 
Tabelle verweisen. Der Radius Ri der ersten Kugel ist gleidi 
Eins gesetzt, und für das Gesammtpotential innerhalb der 
Kugeln ist wie in der obigen Analyse der Werth Eins ange- 
nonunen« 



JBo' 



1 

1,1 
1,2 

1,3 

1,4 
1,5 

1,6 

1,7 
1,8 

1,9 
2,0 
2,5 
3,0 



Ci 






0,693147 
0,666998 
0,642530 
0,619625 
0,598167 
0,578061 
0,559146 
0,541382 
0,524658 
0,508893 
0,494013 
0,430690 
0,381484 



ÖS 



0,693147 
0,790318 
0,888908 
0,988616 
1,089209 
1,190520 
1,292346 
1,394625 
1,497244 
1,600127 
1,703212 
2,220216 
2,737679 



jBc 



3,5 
4,0 
4.5 
5,0 
5,5 
6,0 
6,5 
7,0 
7,5 
8,0 
8,5 
9,0 
9,5 



Öl 



0,342234 
0,310234 
0,283665 
0,261261 
0,242120 
0,225583 
0,211152 
0,198451 
0,187188 
0,177131 
0,168098 
0,159940 
0,152536 



ÖS 



3,254237 
3,769459 
4,283276 
4,795760 
5,307033 
5,817227 
6,326467 
6,834867 
7,342529 
7,849536 
8,355965 
8,861885 
9,367349 



B, 



10 
11 
12 

13 
14 
15 
20 
30 
40 
50 
75 
100 
200 



Öl 



0,145786 
0,133931 
0,123857 
0,115191 
0,107658 
0,101048 
0,077313 
0,052597 
0,039855 
0,032082 
0,021567 
0,016429 
0,008173 



Es erübrigt noch die Anordnung der Elektricität auf 
einzelnen Conductor zu betrachten. Zur Bestimmung der 
tigkeit reicht es hin, das innere Potential der Ladung einer 
gel zu kennen. Solches kann in ähnlicher Weise wie das 
tential der Centrallinie im nächst Vorhergehenden aus den aB^ 
gemeinen Potentialen zweier Kugeln, die in beliebiger Entfecr 
nung von einander liegen, abgeleitet werden; es kann dasselbej 
aber auch nach einer früher schon aufgeführten Methode auiJ 
dem Potential für die Pimkte der Centrallinie gefunden werd^ 
Das letztere Potential kann auf folgende Form gebracht werd^u 



U' = 



-^ Uy byt "^ €y dyt 



Man hat es, um das allgemeine Potential V für einen inne- 
ren Punkt zu erhalten, nach steigenden positiven Potenzen von 
t zu entwickeln und hierauf den Coefficienten der nten Po- 
tenz mit 2>«> d« i. dem Coefficienten der wten Potenz von t ii 
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ler Entwicklung des Ausdrucks (1 —2tcos<p'{'t^)-'^^* zu mul- 
ipliciren. Für das einzelne Glied ergiebt sich aber: 

(iy — byt ~'a^\ ' Lö]; J "* Lö^ J ' / 

Die Multiplication mit den Coefficienten x) liefert: 

nd mit Rücksicht hierauf also ist: 

— U (Cy^ — 2CydytC0S(p + dyH*)"'^*. 

IGttelst der so gewonnenen Reihen lässt sich nun für je- 
lea Punkt, den Berührungspunkt ausgenommen, die Dichtigkeit 
fMchnen. Poisson hat diese Berechnung für eine Anzahl 
ISDe, die Coulomb dem Versuche unterworfen hatte, ausge- 
Mirt Wir lassen einige derselben zur Vergleichung der theo- 
Mschen und empirischen Ergebnisse hier folgen. Der Werth 
Im Gesanmitpotentials ist gleich Eins gesetzt, die Dichtigkeit 
m der Polardistanz 9 durch q {(p) imd die mittlere Dichtigkeit, 
pi i die Quantität der Ladung , durch die Oberfläche dividirt, 
lib fi bezeichnet. 

1, jBj = R2 = 1. 

9 0« 30^ 60^ 90^ 180^ 

4xQ 0,0 0,137 0,599 0,803 0,9 IH 

^(90):p(180) (>(90):p(60) (>(90):p(30) (>(180):/i 

Berechnet 0,877 1,342 5,857 1,322. 

Beobachtet 0,95 1,25 4,80 1,27. 





2. jBi — 1, iij — 2. 




9> 


0<» 60« 90« 


180« 


4tXQi 


0,0 0,321 0,577 


0,781 


4«?« 


0,0 0,464 


. • ■ • 
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(>i (90): 92 (90) <»i(180):fi2 (iii^h 

Berechnet 1,238 1,834 1,1601 

Beobachtet 1,25 1,55 1,08 

3. Ri = 1, II2 = 4. 

(p 0« 90^ 180<» 

4:7tQi ^ 0,349 0,584 

Qi(lS0):Qi(90) (>i(180):/i2 ^ift^ 

Berechnet 1,673 2,477 1,3168 

Beobachtet 1,43 2,35 1,30 

4. Ri = l, B2 = 8. 

Berechnet 3,087 1,4443 

Beobachtet 3,18 1,65. 

Von der Betrachtung der Influenz zwischen zwei elek 
sirten Kugeln wenden wir uns zur Bestimmung der Kxaft, 
welcher zwei gleich grosse elektrisirte Kugebi sich gegense 
anziehen oder abstossen. Wir fassen zunächst den Fall ins Ai 
wo die Kugeln einander berühren und mit gleichen Quantitä 
geladen sind, so dass eine gegenseitige Abstossung stattfin 
Die Ladung der Kugeln können wir als aus zwei Ladungen 
stehend betrachten, wie sie auftreten, wenn die eine Kugel 
lirt, die andere abgeleitet ist. Für die Bildpunkte einer solc 
Ladung hat man aber dem Früheren zufolge, wenn das 
sammtpotential in der isolirten Kugel und der Radius der 
geln gleich Eins gesetzt, übrigens aber die bisherige Beze 
uungsweise beibehalten wird: 

2« =1, ^ =-l, 3" =1 i" =-|- 

Da nun für beide Kugeln gleiche Verhältnisse besteher 
folgt hieraus, dass die ganze Ladung der einzelnen Kugel 
auf elektrische Bilder zurückfuhren lässt, deren Massen die 
genden sind: 



•7 •••••• 



• • • • • 



1 — 1 1 1 

^> 2> 3» 4 
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; Und für die entsprechenden Entfernungen vom Mittelpunkte 
1 hat man: 

Es werde jetzt die Masse eines Bildpunktes der einen Engel 
durch qn und seine Entfernung vom Mittelpunkte durch ti! be- 
zeichnet, während die analogen Grössen für einen Bildpunkt 
der anderen Kugel qn und tn' seien. Alsdann hat man, wie 
leicht einzusehen, für die Grösse der Abstossung, welche die 
Bildpunkte der einen Kugel durch die der anderen erleiden: 



K = 



qn'qn" 



(2 — tn' - in") 



W\l 



Nun ist aber: 



tf 



1 



y g« , 

{2 — tn'-tny~(2-tn')^ (3 — 2 V)«"^ (4 ~ 3^,')* 



'32 4* ^ 5« 



I 



"f 



ibo auch: 

12» 3»^ 4» / 

+ ^{ii-55+6i )~*{55- 65 + 75 ) 

+ 

Um zunächst die hier auftretenden Reihen zu summiren, 
b^nerke man, dass für jedes positive n, das grösser als Eins ist, 

iit Hieraus folgt: 

12 3 /*^ 1 

(T+i)5-(;r+2)5+(;r+i)i =j^ug-dx 

— I 2«»+»%— dx-\- I 3a;" + >%— äx — •••• 




xHog — 

30 



{\-\-x) 



3 



dXy 



wonach man findet: 
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K= I ^ (1 — 2a: + 3x^ — 4a?3 + )dx 



xlogx , 




(1 + xy 



oder: 

K =z l^ (ilog 2 — l) = 0,07386. 

Da man in dem betrachteten Falle fiir die Ladung e 
Kugel den Werth 

1-1 + ^- = %2 

hat, so stellt sich also die Abstossung einer Kugel in dem F 
wo jede der Kugeln die Jjadung Q hat, dar durch; 

0,15373 Q^ 

Die Anziehung zweier Kugeln, die sich berühren, ohne < 
eine Leitung stattfindet, ist unendlich gross, wenn ihre Lac 
gen solche sind, dass das Gesammtpotential in beiden Kuj 
verschiedene Werthe hat. 

Wir wollen jetzt zwei gleiche Kugeln betrachten, die 
nicht berühren, und über deren Ladungen ^x nnd Q2 wir h 
beschränkende Annahme machen. Um ihre Anziehung mitt 
des Principes der virtuellen Geschwindigkeiten zu finden, bil 
wir das halbe Potential der Elektricität auf sich selbst; es 
wenn 6ri, G2 das Gesammtpotential in der einen und ai 
ren Kugel ist: 

i (Gl Qi + ^2 Q2y 

Die Variation, welche dieser Ausdruck erleidet, wenn e 
die Kugeln in der Richtung der Centrale einander nähert, 
von einander entfernt, kommt der negativen Arbeit der bei( 
Kräfte gleich, durch welche die Wirkungen zwischen den Kug 
dargestellt werden. Ist nun K diese Kraft für die eine Ku 
und wird solche positiv genommen, wenn die Kugel von < 
anderen abgestossen wird, so ist also, wofern beide Kugeln isol 
sind und folglich die Quantitäten ungeändert bleiben; 
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^=__ _ 

Nach dem, was früher über die Influenz zweier Kugeln ge- 
funden wurde, hat man: 

Q, = G,Z - G,i:', Q, = G22 - 0,S\ 
wo zn setzen ist: 

^=^ + S« — 1 + S* — 3 S> + 1 + 

hidem man die obigen Gleichungen difierentürt und die 

Werthe von -ttt ^nid , ]J einsetzt, findet man: 
ao ab 

.wodurch die fragliche Wirkung sich aus der Centrale und den 
; Potentialwerthen bestimmt. Um dieselbe Grösse durch die La- 
; düngen und die Centrale auszudrücken, lösen wir die beiden 
Gleichungen für Qi imd Q^ auf und finden: 

wo gesetzt ist : 






2;2 2?'2 — -"*' 2/2 2]' 2 

ffiomach konmit: 



' Tozu setzen ist: 

Wenn eine der Kugeln abgeleitet ist, so verschwindet der 
totentialwerth in ihr und bleibt nur die Ladung der anderen 
^1 ILugelconstant; alsdann ist, wenn ö den Fotentialwerth in der 
fürten Kugel bedeutet : 



K = 
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2 ' dS' 
Es möge hier eine von W. Thomson berechnete Tak 

Platz finden, welche die Werthe der Grössen 27, 27', -j-^ u 

-To" für Werthe von S liefert, die von 2 bis 4, um ein Zehn 
fortschreitend, anwachsen. 



8 


2 


S' 


1 d^L 

2 dS 


1 dS' 
^ 2 dS 


2,0 


S'+ 0,693147 


CX) 


00 


IdS , 1 ^^, 
2d5 + 2-^'^^ 


2,1 


1,58396 


0,88175 


1,13844 


1,17439 


2,2 


1,43131 


0,72378 


0,52852 


0,56350 


2,3 


1,34827 


0,68395 


0,32917 


0,36357 


2,4 


1,29316 


0,57202 


0,23159 


0,26464 


2,5 


1,25324 


0,52537 


0,17432 


0,20630 


2,6 


1,22218 


0,48819 


0,13696 


0,16787 


2,7 


1,19755 


0,45746 


0,11082 


0,14090 


2,8 


1,17738 


0,43140 


0,09174 


0,12073 


2,9 


1,16056 


0,40886 


0,07720 


0,10526 


3,0 


1,14629 


0,38908 


0,06592 


0,09299 


3,1 


1,13404 


0,37151 


0,05693 


0,08304 


3,2 


1,12340 


0,35571 


0,04963 


0,07481 


3,3 


1,11410 


0,34150 


0,04363 


0,06791 


3,4 


1,10588 


0,32852 


0,03863 


0,06203 


3,5 


1,09859 


0,31663 


0,03441 


0,05697 


3,6 


1,09208 


0,30569 


0,03084 


0,05257 


3,7 


1,08623 


0,29557 


0,02775 


0,04872 


3,8 


1,08095 


0,28617 


0,02509 


0,04531 


3,9 


1,07617 


0,27742 


0,02278 


0,04229 


4,0 


1,07182 


0,26924 


0,02075 


0,03958 



Aus dem Obigen ergeben sich leicht folgende allgeme: 
Regeln über das Vorzeichen der Kraft K, Wenn beide Kug( 
isolirt und mit ungleichnamigen Quantitäten geladen sind, 
findet unter allen Umständen eine Anziehung statt, desgleicbe 
wenn die eine Kugel isolirt, die andere abgeleitet ist. Wei 
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die Ladungen der Engeln einander gleich sind, so stossen lete- 
tere einander in jeder Entfernung ab. Zwei gleiche Kugeln, 
die mit gleichartigen, aber ungleichen Elektricitätsmengen ge- 
laden sind, üben bei einer gewissen Entfernung keine Wirkung 
anf einander aus. Bei jeder grösseren Entfernung stossen sie 
einander ab, bei jeder kleineren Entfernung aber ziehen sie ein* 
ander an. 

Ueber die Wechselwirkung zwischen elektrisirten Kugeln 
hat Snow Harris (W. Thomson^ Chi the mathematical theory 
(^ dedricäy in Equüihrium. Philos. Maijae. 4. ser. Vol. VIII.) 
Versuche angestellt. Derselbe bestimmte mit Hülfe einer ge- 
wöhnlichen Wage die Anziehung zwischen einer Kugel, welche 
iadirt war und mit der inneren Belegung einer geladenen Bat- 
terie in Verbindung stand, und einer gleich grossen, aber abge- 
küßten KugeL Für verschiedene Entfernungen beider Kugeln 
'ei]gaben sich folgende, in Qran ausgedrückte Anziehungen: 



8 


K 


2,3 


15 


2,5 


8,25 


2,8 


4,6 


3,0 


3,5 



Der Theorie gemäss hat man für die absolute Anziehung, 
da das elektrische Potential in der einen Kugel gleich Null war: 

2 'dS' 
wo G das Potential in der isolirten Kugel bedeutet. Insofern 
nun letzteres, welches mit dem der inneren Belegung der Batte- 
rie zusammenfiel, merklich constant blieb, mussten sich die 
Kräfte, welche den verschiedenen Entfernungen entsprachen, wie 
die Zahlen 32917, 17432, 9174, 6592, oder wie die Zahlen 15, 7,94, 
4,18, 3,00 verhalten. Die steigenden Differenzen der drei letzten 
Zahlen und der correspondirenden beobachteten Zahlen lassen 
sich nach Thomson aus dem Umstände erklären, dass neben 
den Kugeln auch noch andere bezüglich isolirte und abgeleitete 
Körper zur Wirkung kamen. Eine solche Störung musste sich 
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offenbar in gleichem Sinne äussern, wie eine Vergrösserung der 
Kugeln bei gleichbleibender Entfernung, d. h. es musste die An- 
ziehung weniger rasch abnehmen, als die Theorie angiebt, wie 
solches wirklich der Fall war. 

Die Kenntniss der Gesetze für die Wechselwirkung zweier 
Sphären macht es möglich , die Ladung einer Sphäre durch An- 
wendung der Drehwage auf absolutes Maass zurückzuführen. 
Es sei Q die zu bestimmende Ladung einer Sphäre. An dieser ^ 
Sphäre werde die Standkugel einer Drehwage geladen. Aus 
den Dimensionen der erst erwähnten Kugel und der Stand- 
kugel kann nach dem Früheren die Ladung l Q, welche auf die 
Standkugel übergeht, bestimmt werden. Nachdem die Stand- 
kugel in das Elektrometer gebracht worden, die bewegliche Kii- ' 
gel, die ebenso gross wie jene sei, mit ihr in Berührung ge- 
bracht und elektrisirt worden, werde durch Torsion des Drah- 
tes erzielt, dass der Wagebalken in einem bestimmten Azimuths 
ins Gleichgewicht kommt. Die diesem Azimuthe entsprechende 
Entfernung der Kugeln der Drehwage sei S, alsdann hat man, 

da jetzt Qi = Q2 = — kQ ist, für die Abstossungskraft, die an 

jeder der Kugeln thätig ist : 

^— 4 "^ dS 

wenn, unter R den Radius einer der Kugeln verstanden, ge- 
setzt wird : 



+ ?L 1 



Indem wir den reciproken Werth dieses Ausdruckes nadi 
steigenden Potenzen von B, : S entwickeln, die Derivation bilden 
und substituiren, ergiebt sich für eine Annäherung bis zur 5teii 
Potenz einschliesslich: 






Für das durch letztere Kraft erzeugte Drehungsmoment hat 
man: 
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4sA * SV ^ ~ <j ' 

weim p das Perpendikel ist, welches in der Horizontalebene 
ron der Drehungsaxe auf die Verbindungslinie der Mittelpunkte 
«ider Kugeln herabgelassen wird. 

Und wenn femer r das Torsionsmoment der Drehwage, 
ber die Torsion des Drahtes für den Fall des Gleichgewichtes 
bleutet, so ist: 

«' = V "■ 

Die Anwendung der letzteren Formel wollen wir an Daten 
läutern, die einer Untersuchung von Weber imd Kohlrausch 
)er elektro - dynamische Maassbestimmungen entnommen sind, 
«r Badius der Kugel, deren Ladungen gemessen wurden, be- 
■ug 15,946 Centimeter^ der Radius der Standkugel 1,1537; 
iemach war (s. S. 85): 

1. ;i = 0,0078752, Q — kQ:kQ=\i 0,0079377. 

ie Standkugel war um 9,353, die bewegliche Kugel um 6,17 
entimeter von der Drehaxe entfernt. Hieraus folgt, da den 
äiden Kugeln durch Torsion immer eine solche Stellung gege- 
3n wurde, dass ihre Azimuthaidifferenz genau 90® betrug, S = 
1,205, jp == 5,15025. Endlich war li = 1,1567 zu setzen, indem 
tzteres das Mittel der sehr nahe gleichgrossen Kugeln des 
lektrometers war. Aus obigen Daten folgt: 

2. <J = 97,942. 

Um das Torsionsmoment r zu bestimmen wurde der Wage- 
Mdken entfernt, mittelst eines kleinen senkrechten Cy linders 
ine Kreisscheibe in ihrem Mittelpunkte horizontal an den 
)raht befestigt und die Schwingungsdauer bei dieser Belastung 
•estimmt. Der kleine Cylinder hatte einen Radius von 0,325 
Zentimeter, und wog 2,626 Gramme. Der Radius der Scheibe 
)etrug 6,395 Centimeter, ihr Gewicht 191,1124 Gramme. Hier- 
■^h war das Trägheitsmoment der oscillirenden Masse: 

J = 3908,03868. 

Ke Dauer einer ganzen Oscillation wurde gefunden : 

B — 94,278. 
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Nun ist aber in Gemässheit der Gesetze für die verschwindend 
kleinen Torsionsoscillationen eines belasteten Drahtes: 



©•= 7. 



woraus sich mittelst obiger Daten für das Torsionsmomenl 
der Werth 

17,358 

berechnet. Durch Combination dieses Werthes mit dem durcl 
einen zweiten Versuch gelieferten ergab sich: 

3. T = 17,400. 

« 

Aus 1, 2 und 3 folgt jetzt endlich : 

^2 = 27,4786.106.0, 

wo den Torsionsbogen im Exeise mit dem Radius Eins b» 
deutet. 

Bei einem von den genannten Forschem angestellten VcP* 
suche betrug der Torsionswinkel 175,3 Minuten, mithin war: 

e = 0,0509927, 
und folglich: 

Q =, 1183,7. 

Die Ladung der ersten Kugel enthielt also 1183,7mal däfr 
jenige Quantum Elektricität, welches auf ein gleiches Quantum 
in der Entfernung eines Centimeters mit einer Kraft wirkt, di« 
einem Gramme während einer Secunde die Geschwindigkdü 
von einem Centimeter ertheilen würde. 

Litteratur. Poisson. Memoire 1 et 2 sur la distribution de relectricW 
ä la surface des corps conducteurs. Mem. de la classe des sdeno 
mathem. et phys. de Tinstitat. Annee 1811. 
W. Thomson. On the mutual attraction or repulsion between two elao 
trified spherical conductors. Philos. Mag. 4. ser. Yol. Y, VI. 



3. Elektrlsolie Verstärkungsapparate. 
Das Prinoip der Erhaltung der Kraft auf den Hergang 
bei der Entladung eines Verstärkungs- Apparates ange- 
wandt Bestimmung der Ladung eines Verstärkungs- 
Apparates nach absolutem Maasse. 



In den Wirkungskreis eines isolirten, geladenen Leiters, 
von dem wir der Einfachheit wegen annehmen wollen, dass er 
Ton einer Bevolutionsfläche begrenzt sei, werde ein zweiter 
[loit der Erde in Verbindung stehender Leiter gebracht und 
«äi dieser möge von einer Revolutionsfläche begrenzt uud so 
forteilt werden, dass seine Axe mit der des ersten Leiters zu- 
ttnmenfällt. 

Es leuchtet alsdann ein, dass die elektrische Wirkung 
jachen den Conductoren strebt den einen dem anderen in der 
|]Sichtung der gemeinsamen Axe zu nähern, indem der eine allent- 
[hJben mit positiver, der andere mit negativer Elektricität be- 
ist. Wir schliessen hieraus, dass, wenn der eine Conductor 
anderen in der genannten Richtung genähert wird, der 
Terth des Gesammtpotentiales im Inüem des isolirten Conduc- 
an Grösse abnimmt. Wegen der Art der Wirkung muss 
[jBamlich bei einer Annäherung der Werth des Potentials sämmt- 
fidier Elektricität auf sich selbst abnehmen. Dieser stellt sich 
iber dar durch das Froduct aus der Ladung des isolirten Con- 
[.doetors und dem in letzterem auftretenden Fotentialwerthe, in- 
\jim das Potential im abgeleiteten Conductor verschwindet. Und 
^da die Ladung des isolirten Conductors constant bleibt, so muss 
L^o das Potential der Elektricität auf sich selbst zu- oder ab- 
L.fiäunen, je nachdem das Gesammtpotential im isolirten Con- 
ductor zu- oder abnimmt. 

Auf den soeben erörterten Verhältnissen bei zwei Conduc- 
t toten beruht die Wirkung der zur Verstärkung und Ansamm- 
r hng der Elektricität dienenden Apparate, des Condensators, der 
L Tranklin'schen Tafel, der Leydener Flasche und der elektri- 

1 liwi, iaektrostatik. 7 
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sehen Batterie. Es bestehen diese Apparate aus zwei einander 
nahe gebrachten Leitern, von welchen der eine mit einer Elek- 
tricitätsquelle in Verbindung gebracht wird, während der an^ 
dere abgeleitet wird. Aus einer Elektricitätsquelle wird dar 
Uebergang der Elektricität auf den zu ladenden Leiter auf- 
hören, sobald die scheidende Kraft der Quelle nicht mehr im 
Stande ist der Abstossung das Gleichgewicht zu halten, welche 
die aufgehäufte Elektricität von der ganzen elektrischen La-j 
düng erleidet. In dem Maasse also, als das Potential der auf i 
beiden Leitern aufgehäuften Elektricität kleiner ist, wird auch 
die Quantität der Ladung des isolirten Conductors für den Zu- 
stand, wo die Thätigkeit der Quelle aufhören muss, grösser sein 
Jenes Potential wird aber, wie wir sahen, durch die Gegenwart' 
des abgeleiteten Leiters herabgedrückt, so dass also eben di^ 
durch der isolirte Leiter ein grösseres Quantum aufnehmen m 
damit das Gesammtpotential den Werth annimmt, wobei 
Aufnahme aus der Quelle aufhört. Die gegenseitige Infi 
der beiden Conductoren wird unter übrigens glei9hen Umi 
den dadurch wesentlich verstärkt, dass sie mit möglichst gri 
Theilen ihrer Oberfläche möglichst nahe gebracht werden, 
der Regel treten die beiden Conductoren als die eine und 
dere metallische Belegung einer gut. isolirenden möglichst 
nen Platte oder als äussere und innere Belegung eines gut iaotti 
renden flaschenfbrmigen Gefasses auf. 

Als ein sehr einfaches Beispiel von einem elektrischen Ver* 
Stärkungsapparat wollen wir hier eine Leydener Flasche v<Ä 
sphärischer Gestalt betrachten. Eine isolirende dünne Engel 
schale, die mit einer kleinen etwa kreisförmigen Qeffiiung vrf 
sehen ist, sei auf ihrer ganzen äusseren und ihrer ganzen ini* 
ren Fläche mit einem verschwindend dünnen Metallübensi^ 
versehen. Durch einen sehr dünnen Draht, welcher durch di 
Oefihung hindurchgeht, werde die innere Belegung der Flasdi 
mit einer Elektricitätsquelle in Verbindung gesetzt, deren TH6 
tigkeit aufhöre, sobald das Potential der inneren Belegung des 
Werth c erreicht. Die äussere Belegung der Flasche werA« 
durch einen ebenfalls sehr dünnen Draht abgeleitet. Welche 
wird unter diesen Umständen die Grösse der Ladung sein, i"^"®. 
che von der Flasche aufgenommen wird? 
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Man oieht leicht ein, dass, wenn die Oberfläche der Qeff- 
nnng gegen die ganze Oberfläche der Flasche vernachlässigt 
werden kann, die Ladung der einen und anderen Belegung so 
berechnet werden darf^ als ob die äussere und innere Fläche 
der Flasche gleichförmig mit Elektricität belegt sei Bezeich- 
nen wir daher die Ladung der inneren und äusseren Belegung 
]urch Q und Qq^ den äusseren Radius der Flasche durch R und 
hre Dicke durch 0, so hat man: 

iroraus sich ergiebt: 

R(R'-'ß)c 



e = - Qo = 







JSb Yerstärkungy welche hier durch die äussere Belegung be« 
wiikt wird 9 hat den Quotienten R:0 zum Maasse, da die in- 
lare Belegung für sich allein nur die Quantität (B — 0)c auf- 
lahmen würde. Man bemerke femer, dass die Ladungen der bei- 
den Belegungen entgegengesetzt gleich sind, sowie dass das Po- 
iiential auf der inneren Belegung mit der Quantität der Ladung 
lid in erster Annäherung mit der Dicke des Zwischenkörpers 
proportional ist. Analoges gilt, wie wir jetzt zeigen wollen, für 
jede beliebig gestaltete Flasche, wofern nur der Zwischenkörper 
sehr dünn ist und keine von den Belegungen über die andere 
kmausragt. 

Es sei Q die Ladxmg der einen, wir wollen sagen der inne« 
na Belegung einer Flasche, auf deren äusserer Belegung das 
Potantial der Gtosammtladung verschwindet. Sie kann in zwei 
IbeQe q und qo zerlegt werden, von welchen der erste so über 
& mnere Belegung ausgebreitet ist, dass er für sich allein im 
Gleichgewicht ist und sein inneres Potential mit dem Werthe 
des Qesammtpotentiales auf der genannten Belegung zusammen- 
fiUi Der zweite Theil ^o ist alsdann die Ladung, welche auf 
der inneren Belegung, wenn sie abgeleitet wäre, von der Ladxmg 
der äusseren Belegung inducirt würde; letztere Ladung wollen 
inr durch — Q^ bezeichnen. Ferner sei Äi xmd Ai das äussere 
^d umere Potential für die innere Belegung, wenn solche für 
äch allein genommen mit der Quantität Eins geladen wird ; die 

7* 
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analogen Grössen für die äussere Belegung seien Ä2 und Ai, 
Man hat alsdann nach einem früheren Satze: 

^0 = f^ dQ, qo= y 27 ^^ö- 

Wenn nun der Zwischenkörper verschwindend dünn ist, 
und keine der Belegungen über die andere hinausragt, so kann 
man innerhalb der Grenzen der obigen Integrale setzen: 

Äi = Ai — ATtQ^Oy A2 = A>i — 4c7tQ2d, 

wo ö die Dicke des Zwischenkörpers, pi und 92 die den Poten- 
tialen Ai und A2 entsprechenden Dichtigkeiten auf den einan- 
der zugekehrten Seiten der Belegungen bedeuten. Hiernadi 
kommt : 

Qe= Q — -ji J Q26dQ, qo= Qo — ji> J QiOdQo 

= ^ - 37/9iödgo - 37/9»ödÖ. 

Für das Potential auf der inneren Belegung erhält man: 

Aus den letzten Formeln ersehen wir aber, dass bei einer 
Flasche mit sehr dünnem Zwischenkörper in erster Annäherung 
die absoluten Werthe der Ladungen Q und — Qq einander gleidi 
gesetzt werden können und dass das Potential auf der innerea 
Belegung durch a Q dargestellt werden kann, wenn a eine vom 
der Beschaffenheit der Flasche abhängige Constante bedeutet^ 
welche von derselben Ordnung wie die Dicke xies Zwischen» 
körpers ist. 

Auf den oben betrachteten Fall, wo das Gesammtpotentifll 
auf der einen Belegung verschwindet, und den Fall, wo in bei- 
den Belegungen ein und derselbe Potentialwerth auftritt, läasi 
sich, wie man leicht einsehen wird, eine jede Ladungsweise einer 
Leydener Flasche zurückführen. 

Wir wenden uns jetzt zur Betrachtung der elektrischea 
Batterien. Indem man eine Reihe von Leydener Flaschen «> 
vereinigt, dass die gleichnamigen Belegungen etwa mit Hülfe 
von sehr dünnen Drähten in leitende Verbindung treten, erhält 
man die gewöhnliche elektrische Batterie. 

Das Potential der Gesammtladung einer solchen Batteriö 
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mnss sowohl auf der einen wie auch auf der anderen Belegung 
einen oonstanten Werth aufweisen. Wenn ins Besondere eine 
Belegung mit der Erde in Verbindung steht, so verschwindet 
auf ihr das PotentiaL In diesem Falle, welcher bei der gewöhn- 
lichen Art die Batterie zu laden stattfindet, kann dem Vorher- 
gehenden zufolge das Qesammtpotential in der einzelnen Fla- 
sche dem Potential ihrer Ladung in erster Annäherung gleich 
gesetzt werden. Hieraus folgt, dass die Ladung der einzelnen 
Flasche nahezu in gleicher Weise angeordnet ist, wie wenn die 
Flasche für sich allein stände. Ea sei Q die Elektricitätsmenge, 
welche einer Belegung, wir woUen sagen der inneren zugeführt 
wird, während die andere abgeleitet ist. Die Ladungen der in- 
neren Belegungen der einzelnen Flaschen seien qi, q-j, 2$ ••• Fer- 
ner seien a^ (h, ^3 • • • die Potentiale auf den inneren Belegun- 
gen der einzelnen getrennten Flaschen, wenn solche, während 
die äusseren Belegungen abgeleitet sind, mit dem Quantum Eins 
geladen werden. Alsdann hat man, wenn noch das Potential 
auf der inneren Belegung der Batterie durch c bezeichnet wird: 

c= aiqi = (hqi,= (hqz =•••, ö = (Zi + «2 + 33 H 

Flir eine Batterie, die aus v gleich gestalteten und gleich grossen 
Flaschen besteht, ergiebt sich hieraus: 

V 

Unter der Fran klinischen oder Cascadenbatterie versteht 
man ein System von Flaschen, welche so verbunden sind, dass 
von den Belegungen einer Flasche die eine mit der ungleich- 
namigen Belegung der vorhergehenden Flasche, die andere mit 
der ungleichnamigen Belegung der folgenden Flasche in leiten- 
der Verbindung steht. Unverbunden bleibt also eine Belegung 
der ersten Flasche des Systemes und die ungleichnamige Bele- 
gung der letzten Flasche. Die Ladung wird bewirkt, indem 
irou den letzt genannten Belegungen die eine mit der Elektrici- 
iÄtsquelle, die andere mit der Erde in Verbindung gesetzt wird. 
Whr wollen unsere Betrachtungen auf den Fall beschränken, wo 
die Batterie aus lauter gleichen Flaschen besteht. Die äussere 
Belegung der ersten Flasclie sei abgeleitet und enthalte das 
elektrische Quantum — (?. Alsdann ist die Ladung der inne- 
ren Belegung in erster Annäherung gleich Q zu setzen und auf 
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dieser Belegung herrscht das Potential a Q, wenn a das Poten- 
tial ist, welches der Ladung Eins entspricht. Dasselbe Poten- 
tial muss auf der äusseren Belegung der zweiten Flasche auf- 
treten und die Ladung dieser Belegung ist offenbar — Q. Was 
die Anordnung der Ladung in der zweiten Flasche betrifflj, so 
kann diese Ladung als zusammengesetzt betrachtet werden ans 
einer Ladung, welche für sich auf der äusseren Belegung das 
Potential Null erzeugt, und einer Ladung, welche in beiden Be- 
legungen ein und dasselbe Potential hervorruft. Die Theile der 
ersten Ladung, welche auf der inneren und äusseren Belegimg 
auftreten, seien in erster Annäherung q und — q. Die Theile 
der zweiten Ladung sind in erster Annäherung einander glei(^ 
und seien g'. Wenn wir alsdann noch das Potential, welches 
auftritt, wenn beiden Belegungen einer Flasche die QuantitB ; 
Eins mitgetheilt wird , und welches in erster Annäherung ft 
beide Belegungen dasselbe ist, durch b bezeichnen, so kommt ^ 
nach dem Obigen: 

hq' = aQ, q — ^ = Q. 
Hiemach erlangt das Potential auf der inneren Belegung der 
zweiten Flasche den Werth: 



aq-{-bq' = (2a+ ^) Q, 



oder in erster Annäherung den Werth 2aQ. 

Indem man von der zweiten Flasche zur dritten u. s. f. in 
gleicher Weise wie von der ersten zur zweiten fortschreitet; 
findet man, dass die Ladungen der inneren Belegungen gladi 
Qy die der äusseren gleich — Q sind, und dass das Potential 
auf den auf einander folgenden äusseren Belegungen die Werthe 
0, aQy 2aQ, Sa^ •••, auf den inneren Belegungen die Werthe 
aQ, 2aQj SaQ, 4aQ--- aufweist, wenn Q die der inneren Be- 
legung der letzten Flasche zugeführte Elektricitätsmenge ist. 

Der Hergang bei der Entladung einer elektrischen Batterie 
ist jedenfalls ein sehr verwickelter. Wie derselbe aber aucl 
verlaufen möge, die lebendige Kraft, welche bei der Entladung I 
erzeugt wird, kommt in Qemässheit des Principes von der Er- \ 
haltung der Kraft dem Doppelten der Arbeit gleich, welche 
von den thätigen Kräften geleistet wird. Bezeichnen wir die 
erzeugte lebendige Kraft, veimindert um das Doppelte der Ar- 
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beit der nicht elekirischen Kräfte als den Effect, welchen die 
elektrischen Kräfte hervorbringen, so ist also jener Effect gleich 
dem Doppelten der Arbeit der elektrischen Kräfte und mithin 
auch gleich der negativen Aenderung des Fotentiales der Elek- 
tricität in Bezog anf sich selbst. Als ein Theil des genannten 
Effectes ist die lebendige Kraft der Wärme — letztere als eine 
Holekolarbewegang anfgefasst — anzusehen, welche durch die 
Entladung hervorgerufen wird, und es liegt nahe anzimehmen, 
lass die lebendige Kraft der Wärme, welche bei der Entladung 
wer und derselben Batterie in einem bestimmten Theile des 
Schliessungsbogens entwickelt wird, wenigstens innerhalb ge- 
irisser Grenzen in einem constanten Verhältnisse zu dem gan- 
len Eflfocte stehe, wofern nur der Schliessimgsbogen ungeändert 
bleibt. Wenn aber solches der Fall ist, so muss die Erwär- 
nmiig eines bestimmten Theiles des Schliessungsbogens einer 
znd derselben Batterie bei der Entladung mit der Yerminde- 
img des Fotentiales der Elektrieität auf sich selbst proportio- 
lal sein, indem die einem Wärmequantum entsprechende leben- 
lige Kraft mit dem Quantum proportional zu setzen ist. Diese 
Tolgerung steht mit den Resultaten im Einklang, zu welchen 
Uess (die Lehre von der Reibungselektricität) bei seinen Unter- 
uehungen über die Erwärmung bei der Entladung einer Batte- 
ie gelangt ist. Bevor wir einige Belege hierfür beibringen, 
rollen wir noch kurz andeuten, wie Biess bei den betreffenden 
Versuchen verfuhr. In den Schliessungsbogen der Batterie 
mrde ein elektrisches Luftthermometer eingeschaltet. Der 
?latindraht des Thermometers bildete den Theil des Schliessungs- 
logens, dessen Erwärmung ermittelt wurde, und zwar war jene 
mter übrigens gleichen Umständen der Senkung der Flüssig- 
:eit in der Thermometerröhre proportional zu setzen, welche 
ei der Entladung eintrat. Um die Quantität der Ladung zu 
estimmen wurde die äussere Belegung der isolirten Batterie 
ait der inneren Belegung einer L an e' sehen Flasche in Verbin- 
iung gesetzt, deren äussere Belegung abgeleitet war. Wurde 
mn die innere Belegung der Batterie geladen, so entlud sich 
lie Maassflasche in aufeinander folgenden Epochen und die An- 
zahl dieser Entladungen konnte der zugeführten Elektrieität 
umähemd proportional gesetzt werden. 
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Die erste Versuchsreihe, deren wir hier gedenken wollen, 
bezieht sich auf die vollständige Entladung einer gewöhnlichea 
Batterie. Der absolute Werth der Aenderung, welche hier das 
Potential der Ladung auf sich selbst bei der Entladung erlei- 
det, kommt dem Werthe jenes Potentiales vor der Entladung 
gleich, weil der Werth des letzteren nach der Entladung gegen 
den erst genannten Werth verschwindet. Betrachten wir näm- 
lich zunächst eine einzelne Flasche, so haben wir für das frag- 
liche Potential vor der Entladung, wenn wir die früheren Be- 
zeichnungen beibehalten: 

Andererseits haben wir füi* das Potential nach der Entladung ^ 
wie leicht einzusehen: : 






wenn B' das innere Potential der Ladung Eins für die verbufr 
denen Belegungen bedeutet. Wenn aber der Zwischenkörper 
sehr dünn ist, so kann oflFenbär der letzte Potentialwerth gegen 
den ersten vernachlässigt werden. Man bemerke auch nocl^ 
dass in diesem Falle die Grössen Äi\ Ä2' und B' nahe gleidi 
sind. Was so eben für die Flasche erwiesen wurde gilt auch 
für die Batterie, und deshalb hat man für die Depression D 
des elektrischen Thermometers bei der Entladung einer Batte- 
rie, die aus v gleichen Flaschen besteht und mit der Elektrir 
citätsmenge Q geladen ist: 

D = i«!, 

V 

WO der Coefficient X von Q und v unabhängig ist. 

Die beiden folgenden Tabellen enthalten einige der von 
Biess gewonnenen Eesultate, welche die letzte Formel bestätig 
gen. Die erste Tabelle bezieht sich auf eine Batterie aus fünf 
Flaschen, welche in verschiedener Weise geladen wurde. Die 
zweite Tabelle bezieht sich auf Versuche, wobei die Anzahl der 
Batterieflaschen verändert, jedesmal aber der Batterie eine con- 
stante Ladung, welche sechs Entladungen der Maassflasche ent- 
sprach, mitgefcheilt wurde. Bei der Berechnung der Depression, 
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dehe in linien der Thermometerskala ausgedrückt ist, wurde 
ir die Omstante l der Werth 0,88 angenommen. 

Erste Tabelle. 

Q 34567 8 910 

beobachtet 1,5 3,0 4,5 6,5 8,8 11,3 14,3 16,7 
berechnet 1,6 2,8 4,4 6,3 8,6 11,3 14,3 17,6 

Zweite Tabelle. 

V 2 3 4 5 6 

beobachtet 13,4 9,7 7,3 6,5 5,5 
berechnet 15,8 10,6 7,9 6,3 5,5 



D 



B 



Eine geladene Batterie, deren äussere Belegung mit der 
We in Verbindung steht, wird dadurch theilweise entladen, 
MS man ihre isolirte Belegung mit der inneren Belegung einer 
reiten ursprünglich nicht geladenen Batterie, deren äussere 
d^ung abgeleitet ist, in Verbindung setzt. Man hat hier- 
irch eine grössere Batterie hergestellt, deren Ladung gleich 
'i der ursprünglichen Ladung der ersten Theilbatterie. Zu- 
eich wird das Potential der Elektricität auf sich selbst ver- 
lindert und muss folglich eine Wärmeentwickelung eintreten. 
Ib sei Ol das Potential einer Flasche der ersten Batterie, wenn 
ne mit der Quantität Eins geladen ist, und o^ dieselbe Grösse 
h eine Flasche der zweiten Batterie. Das Potential der La- 
iong Q der ersten Batterie auf sich selbst ist dann, wenn letz- 
tere aus Vi Flaschen besteht: 



1. 



Vi 



Wird femer durch qx und ^2 die Ladung einer Flasche 
fe ersten und zweiten Batterie bezeichnet, nachdem diese 
But einander verbunden worden, so ist, unter v^ die Anzahl der 
Haschen in der zweiten Batterie verstanden: 

Voraus folgt. : 

_ a^Q _ a,Q 
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Für das Potential der Elektridtat auf eich selbst nach Ha- 

at«llung der Verbindung kommt also: 

Aus I und 2 findet man für die durch die Umladung bedingte 
Verminderung des Potentiales der Elektricität auf sich selbst: 



"l "; 



und hieraus ergiebt eich für die Depression , welche in einen 1 
eingeschalteten elektrischen Thermometer bei der Entladung in J 
Folge der Erwärmung eintritt: 











D = 


<+S)' 












■ 


■wo A von den Grossen v,, v-., Q unabhängig ist. J 


Durch folgende von Riesa gewonnene Resultate wird ^f 




Depression ist «i :aj = 0,577, l = 0,643 angenommen. 
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Die dritte Reihe der von Riesa ausgeführten Versuch«» 
welche hier erwähnt werden soll, bezieht sich auf ein System 
von zwei Batterien mit gleichen Flaschen, welche nach Ai6 
zweier Elemente einer Franklin'sohen Batterie verbanden eönd. 
Es sei Vi die Anzahl der Flaschen in der einen, V} die in dtf 
anderen Batterie und Q die zugefiihrte Ladung. Durch anak^ 
Betrachtungen, wie wir sie bei der Besprechung der Franklin'- 
schen Batterie angestellt haben, ergiebt sich alsdann, dass auf 
den auf einander folgenden Belegungen das Potential die Wertbo 
oQ aQ aQ aQ 



0, - 



Vi 
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tkxsfwe&sty und daas die entsprechenden Ladungen 

sind. Hiernach ist das Potential der Elektricität auf sich 
[ selbst gleich 

folglich hat man: 

wo X von Q, Vi und v^ unabhängig ist. 

Aus der folgenden Tabelle erhellt die Uebereinstimmung 
zwischen der letzten Formel und der Beobachtung. Die mitge- 
iheQten Erwärmungen wurden durch gleich grosse Ladungen er- 
halten. Bei der Berechnung der Depression ist A == 12,4 ange- 
; aommen. Die Zahl Vi bezieht sich auf die direct geladene 
Theilbatterie. 

Vi 1 

Vi 1 

p)eobachtet 23,9 
[ Iberechnet 24,8 

Die Aequivalenz zwischen dem Effecte, welcher bei der 
Intladung hervorgebracht wird, und der doppelten Arbeit, wel- 
[Aß von den elektrischen Spannkräften geleistet wird, sowie der 
Satz, dass die auftretende Wärme als ein Theil jenes Effectes zu 
betrachten ist, werden auch noch durch andere von Biess ge- 
machte Beobachtungen erwiesen. Es stellt sich nämlich die Er- 
vimung eines bestimmten Theiles des Schliessungsbogens unter 
ttajgens gleichen Umständen um so geringer heraus, je grösser 
der Effect ist, welcher an einer anderen Stelle jenes Bogens un- 
ter Anderem durch Durchbohrung eingeschalteter Körper, durch 
&schütterung und Biegung dünner in den Schliessungsbogen 
gebrachter Drähte hervorgebracht wird. Auch die Versuche, 
welche Massen (Etudes de Photometrie eledrique. Anndl. de 
chim. et de phys, 3me serie T, XIV.) über die Licht-Intensität 
des elektrischen Funkens anstellte, welcher bei der Entladung 
einer Franklin'schen Tafel auftritt, dienen als Belege für die 
oben aufgestellten Beziehungen. Massen fand, dass die Inten* 
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sität des Entladungsfunkens in geradem Verhältnisse mit der 
Oberfläche einer Belegung und mit dem Quadrate der Schlag-' 
weite, in umgekehrtem Verhältnisse aber mit der Dicke des 
Zwischenkörpers steht. Die Schlagweite, welche mittelst eines 
Funkenmikrometers ermittelt wurde, kann innerhalb gewisser 
Grenzen mit der Differenz der Werthe, welche das Potential 
auf den beiden Belegungen annimmt, proportional gesetzt we^ 
den. Hiemach ist dann die Intensität des Funkens proportio- 
nal mit dem Ausdrucke 

e ' 

wenn die eine Belegung bei der Ladung der Tafel leitend 

rührt wurde, und wenn c das Potential auf der anderen 

gung, den Flächeninhalt einer Belegung und ö die Dicke 

Zwischenkörpers bedeutet. 

Um den Zusammenhang obigen Ergebnisses mit der Th( 

zu erkennen, denken wir uns zunächst die Belegungen mit 

gegengesetzt gleichen Elektricitätsmengen Q, — Q gelad« 

Diese ordnen sich offenbar in Bezug auf die Mittelebene 

Tafel symmetrisch an und die Summe ihrer Potentiale Fi, 

nimmt in den beiden Belegungen entgegengesetzt gleiche W( 

c c 

— , — ^ an. Für die Dichtigkeit auf der äusseren Fläche 

c 
ersten Belegung, auf welche sich Q, Fi, ^ beziehen, hat maa- 



, /dVi , dr^\ 

^ \dn dn / 



Es ist aber, wenn die Dicke des Zwischenkörpers verschwin- 
dend klein ist, fiir jeden in endlicher Entfernung vom BaiMirt 
gelegenen Punkt der gedachten Fläche 

dV^ dFi d^Vi ^ 

dn dn dn^ ' 

folglich kommt: 

^ dn^ ' 
In erster Annäherung können also die Dichtigkeiten auf d&n 
äusseren Flächen der Belegungen vernachlässigt werden. 

Für jeden Punkt auf der inneren Fläche der betrachteten 
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elegi.jg, welcher in endlicher Entfernung vom Rande liegt, 
ft' man femer: 

~2-2"+ d^i * + •••• 



od da überdies: 



an ^ 



) ist in erster Annäherung: 

Bemerkt man jetzt, dass die Ladung, welche erforderlich ist, 
Dd den Fotentialwerth in der einen Belegung auf Cy in der an- 
oren auf zu bringen, gegen die oben bestimmte Ladung in 
Ester Annäherung vernachlässigt werden kann, so ergiebt sich 
m dem Obigen in dem Falle, wo jene Werthe auftreten, für 
lai Potential der Ladung auf sich selbst : 

Diesem Ergebniss zufolge ist die Intensität des Entladuugs- 
mkens mit der Verminderung des Potentiales der ins Spiel tre- 
enden Elektricität auf sich selbst proportional, was insofern 
ut der Theorie übereinstimmt, als die Intensität des Lichtes 
lie die Wärmemenge mit der lebendigen Kraft der betrefien- 
ien Bewegung proportional ist. 

Wir haben oben eine von Riess angewandte Methode zur 
Bestimmung der Ladung eines Verstärkungsapparates kennen 
gdemt; es möge aber hier auch noch eine zweite Methode er- 
vömt werden, welche von Weber und Kohlrausch (Elektro- 
dynamische Maassbestimmungen. AbhandL d. K. Sachs. Gesell- 
loiaft d. Wissensch. V.) angewandt wurde, um jene Grösse auf 
absolutes Maass zurückzuführen. 

Dieses Verfahren besteht darin, dass man erstens das Ver- 
baltniss ermittelt, in welchem die Ladung des Verstärkungs- 
»pparates vermindert wird, wenn eine isolirte Kugel von be- 
Himmter Grösse mit der einen Belegung an einer bestimmten 
Stelle in Berührung gebracht wird, während die andere Bele- 
bung abgeleitet ist. . Ausserdem hat man zweitens auf die &ü- 
ler erörterte Weise die auf die Hülfskugel übergegangene Elek- 
ridtätsmenge nach absolutem Maasse zu bestimmen. Aus den 
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beiden so gewonnenen Grössen ist aber offenbar ein Scblui 
die absolute Quantität der Ladung des Verstärkungsappj 
gestattet. 

Das Verhältniss, in welchem die Ladung des Verstärk 
apparates, einer Leydener Flasche, bei der Berührung mi 
Kugel vermindert wurde, bestimmten Weber und Eohlra 
wie folgt: Die innere isolirte Belegung der Flasche wurde 
einen Draht, von dessen Enden das eine in einer kleinen 
tiefung am Knopfe der Flasche lag und mittelst eines sei( 
Fadens aus dieser Vertiefung herausgehoben werden konnt< 
einem Sinuselektrometer in Verbindung gesetzt. Es wurde 
den auf einander folgenden Zeiten ti , ^ entsprechenden A 
kungen ai, a2 des Elektrometers beobachtet. Sodann wurd 
Leitungsdraht mittelst des seidenen Fadens ausgehoben 
Hülfekugel mit dem Knopfe der Flasche berührt und die a 
der Berührung bestimmt. Nachdem die Standkugel einer ] 
wage an der Hülfekugel geladen worden, um die Ladung 
letzteren zu finden, und nachdem die Verbindung der Fl 
und des Sinuselektrometers wieder hergestellt war, wurden 
lieh noch die den auf einander folgenden Zeitpunkten ts , U 
sprechenden Ablenkungen 03, a^ beobachtet. Alle diese 
tionen aber nahmen meistens weniger als 5 Minuten in 
sprucL 

Aus den so gewonnenen Resultaten lässt sich nun 1 
das iragliche Verhältniss finden. Für kleinere Zeiträume, 
sie hier in Betracht kommen, darf man annehmen, dass 
Verlust einer elektrischen Ladung mit der Zeit proportiona 
Wenn wir also durch q und p' die elektrische Dichtigkeit i 
gend einem bestimmten Punkte der inneren Belegung unm 
bar vor und unmittelbar nach der Berührung und durch x 
gewisse, von der Lage jenes Punktes und von der Einrieb 
des Sinuselektrometers abhängige Constante bezeichnen, so 

XQ = y sin a^ — 7 j- ( V sin ai — vsina^), 



U—t, 



xq' = Ysinas -j" / ^ (Vsinos — vsinäi). 

Hieraus folgt: 



auf zwei Conductoren. 111 

0^ ^4—'^ (t — ti)Vsinai — (t'-'tf)V sinui 

Nachdem für einen Yerstärkungsapparat das Verhäliniss 

, auf die angegebene Weise bestimmt worden ist, muss man 

Kshy um die absolate Quantität einer speciellen Ladung zu fin- 
aiy die absolute Quantität der Elektricität bestimmen, welche 
i der Berührung mit der Hülfskugel auf diese übergebt. Be- 
lehnen wir dieselbe für den Zeitpunkt der Berührung durch 
so hat man für die absolute Quantität der Ladung des Yer- 
urkongsapparates unmittelbar nach der Berührung: 

Q 



9 



— 1 



Bei einem Versuche, welchen Weber und Eohlrausch 

r Ermittelnng von ^ anstellten, ergaben sich folgende Re- 
liate: . 



Zeit 


Ablenkung 

der 

Elektrometemadel. 


9* 40^ 7" 

41. 57 

42. 
42. 23 
44. 


46« 30,5' 
44. 9,0 
Einmalige Berührung. 
40. 23,9 
39. 10,6 



Hieraus berechnet sich für das Yerhältniss -^ mittelst der 

Q 

ben. aufgeführten Formel der Werth 1,0330. Als Mittel aus 
ner grösseren Anzahl von Beobachtungen fanden Weber und 
lO hl rausch den Werth 1,03276. Dieselben Experimentatoren 
;ewannen für eine specielle Ladung der Leydener Flasche bei 
Kimmung der von der Hülfskugel aufgenommenen Elektrici- 
tät diejenigen Daten, welche wir früher bei Erörterung der ge- 
genseitigen Influenz zweier sphärischer Conductoren beispiels- 
balber erwähnten. Aus ihnen ergab sich für die absolute Quan- 
tität der auf der Hülfskugel befindlichen Elektricität der Werth 
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1183,7. Hiemach enthielt die Ladung der Leydener Flasche 
unmittelbar nach der BerübruDg 36132 der von uns gewählten 
Einheiten. 

Wenn man einen Verstärkungsapparat, dessen Ladung wie 
angegeben bestimmt worden ist, entladet, so erreichen die bei- 
den entgegengesetzt gleichen Elektricitätsmengen, welche sich 
unmittelbar nach der Schliessung des Leitungsbogens neutralü 
ren, im Allgemeinen nicht den ganzen Betrag der bestimmten i 
Quantität. Während der Zeit nämlich, welche von dem Mo- 
mente der Berührung mit der Hülfskugel bis zur Entladung ver- 
streicht, erleidet derjenige Theil der LaduDg auf der inneren 
Belegung, welcher unmittelbar nach der Entladung durch ein 
entgegengesetzt gleiches Quantum auf der äusseren Belegung 
neutralisirt werden kann, einen gewissen Verlust theils und 
hauptsächlich durch die Abgabe an die Luft, theils wegen der 
Bildung des sogenannten Bückstandes. Lidem wir den Leser 
hinsichtlich der Bestimmimg dieses Verlustes auf die citirte Oi 
ginalabhandlung verweisen, bemerken wir noch, dass die Entf 
stehung des Rückstandes zu einer Gruppe von elektrischen Bf- 
scheinungen gehört, welche bei unvollkommen leitenden Kör- 
pern beobachtet werden und auf einer mit der magnetischen 
analogen Induction zu beruhen scheinen. 

Litteratur: Helmlioltz, Ueber die Erhaltung der Kraft. 1847. 

Gl auslas, Üeber das mechanische Aequivalent einer elektrischen Eni* 
laduDg und die dabei stattfindende Erwärmung des Leitungsdrahtes. — 
Pogg. Annal. Bd. LXXXVI. 



MAGNETISMUS. 



Beer, filektrotttatik, HftgnetismuB uud Klektrodynamik. 



L 

GRUNDLAGEN DER MATHEMATISCHEN THEORIE 

DES MAGNETISMUS. 



Für die Entwicklungsgeschichte der mathematischen Theorie 
des Magnetismus bildete den Ausgangspunkt die Annahme 
iweier imponderablen Fluida, eines nördlich und eines süd- 
Sßb magnetischen Fluidums, über deren Wirkungsweise diesel- 
ben Unterstellimgen wie über die der 'elektrischen Fluida ge- 
macht werden. Während aber die elektrischen Fluida vollstän- 
dig von einander getrennt werden können, musste bei dem Mag- 
netismus angenommen werden, dass er durch Scheidung der 
magnetischen Fluida in den kleinsten Theilchen der Körper 
bervorgerufen werde, und dass die geschiedenen Flüssigkeiten 
nicht von einem Theilchen zum anderen übergehen können. Ein 
magnetisch erregter Körper verhält ach dieser von Coulomb 
herrührenden Hypothese zufolge analog, wie ein Haufwerk elek- 
trisch erregter leitender Moleküle, die von einander durch ein 
isolirendes Mittel getrennt sind. 

Nach einer von Ampfere aufgestellten Hypothese ist die 
Ifechselwirkung zwischen magnetischen Körpern auf die 
Wechselwirkung zwischen linearen elektrischen Strömen mit 
sehr kleinen ebenen Bahnen, die in den kleinsten Theilchen der 
Körper kreisen, den sogenannten Molekular- oder Elementar- 
strömen, zurückzufuhren. Nun lehrt aber die Elektrodynamik, 
dass zur Bestimmung der Wechselwirkung solcher Ströme der 
einzelne Strom ersetzt werden kann durch zwei entgegengesetzt 
gleiche Quanta magnetischer Flüssigkeit, die in zwei der Strom- 
fläche unendlich nahen Punkten concentrirt sind. Wenn man 
^80 auch die Ampere'sche Hypothese adoptirt, so kann man 

8* 
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sich doch der Vorstellung von magnetischen Flüssigkeiten als 
einer Hülfsvorstellung bedienen, ohne dadurch init jener in Colli- 
sion zu gerathen. 

In der Coulomb 'sehen Hypothese wird die Entstehung des 
Magnetismus in der wirklichen Scheidung der magnetischen 
Flüssigkeiten^ gesucht. Dem entspricht, bei der Annahme von 
Molekularströmen die Entstehung des Magnetismus in der Er- 
zeugung von Molekularströmen zu suchen. Beiden Anschauun- 
gen hat man zwei andere entgegengestellt, wonach das H^vor- 
rufen des Magnetismus in dem Richten ursprünglich vorhande- 
ner Elementarmagnete oder Elementarströme besteht, so dass 
in Folge der magnetischen Einwirkung in einem Körpermole- 
küle eine hinsichtlidh des magnetischen Verhaltens ausgezeidh 
nete Richtung auftritt, während im neutralen Zustande keine 
solche vorhanden ist, weil die Elementarmagnete oder Elemeo»' 
tarströme nach allen möglichen Richtungen orientirt sind. 

Wir werden unsere Betrachtungen zunächst auf die Cofr 
lomb'sche Hypothese fussen lassen, später die Gründe erwähne^ 
welche eine Modification derselben erheischen und die hiemadi 
nothwendige Erweiterung der aus der Coulomb'schen Hypothese 
gewonnenen Theorie des Magnetismus auseinandersetzen. 

In der Elektrostatik werden zunächst nur vollkommene 
Leiter, die von vollkommenen Isolatoren umgeben sind, betrach- 
tet; in der Lehre vom Magnetismus betrachtet man ebenso zu- 
nächst nur solche Körper, die einem Haufwerke voUkommoi 
leitender und durch einen vollkommenen Isolator getrennter 
Moleküle vergleichbar sind. In den Molekülen solcher Körp^ -2 
können durch äussere magnetische Einwirkung unbegrenzte - 
Mengen nördlichen und südlichen Fluidums geschieden und ent- 
wickelt werden und die getrennten Fluida vereinigen sich wie- 
derum, der ursprüngliche, nichtmagnetische Zustand tritt wie- 
der ein, sobald die äussere Einwirkung aufhört. Als Körper 
dieser Art kann man innerhalb gewisser Grenzen das weiche 
Eisen, Nickel, Kobalt, Eisenvitriol in fester Gestalt imd in Was- 
ser gelöst, Sauerstoffgas etc. ansehen. 

Wie in der Elektrostatik als Quellen constanter elektri-- 
scher Wirkungen geladene Isolatoren angenommen wurden, d^^ 
ren Ladung als vollkommen fest und unveränderlich betracbt©^ 
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wurde, so werden wir jetzt die Unterstellung machen, dass der 
Magnetismus der als Quellen magnetischer Wirkungen dienen- 
den Körper im Laufe der Zeit sich nicht ändere, auch von den 
sonst noch etwa auftretenden magnetischen Einwirkungen nicht 
m^kUch beeinflusst werde. Als solche permanente Magnete 
können der Magneteisenstein und der magnetisirte Stahl wenig- 
stens innerhalb gewisser Grenzen angesehen werden, femer auch, 
wie die Elektrodynamik lehrt, jeder constante elektrische Strom, 
sowie jeder Elektromagnet. 

Zwei Hauptprobleme sind es, die sich uns bei den oben 
gemachten Einschränkungen und Annahmen zunächst darbie- 
ten, nämlich erstens die Wechselwirkung zwischen zwei perma- 
nenten Magneten zu bestimmen, und zweitens den magnetischen 
Zustand zu finden, welchen ein permanenter Magnet in einem 
enegbaren Körper hervorruft. Die erste Aufgabe bildet den 
Gegenstand der nächst folgenden Betrachtungen und erst durch 
ilue Behandlung werden wir im Stande sein, auf eine genauere 
experimentelle Bestätigung des Gesetzes über die Wirkungs- 
weise der magnetischen Fluida einzugehen. 



n. r 

WECHSELWIRKUNG ZWISCHEN ZWEI PERMANEN- \ 

TEN MAGNETEN. 



1. Allgemeine Formeln. 



l 



Da die Anziehung oder Abstossung zweier magnetischer 
Punkt-Massen und der Körper , an welchen diese Massen haf- 
ten , gerade proportional mit dem Producte der Massen und 
umgekehrt proportional mit dem Quadrate ihrer Entfernung an- 
genommen wird, so lässt sich die Einwirkung, welche ein per- 
manenter Magnet M von einem zweiten permanenten Magne- 
ten M' erleidet , in sehr einfacher Weise durch das Potential 
ihrer magnetischen Ladungen in Bezug aufeinander, d. L das Po- 
tential des einen Magneten in Bezug auf die Ladung des an- 
deren, darstellen. Dies Potential sei W, dann ist, wenn dq^ d^ 
Elemente der einen und anderen Ladung bedeuten und r die 
Entfernung jener Elemente ist: 

wo die eine Integration über die Ladung von My die andere 
über die von M' ausgedehnt ist. 

Die Wirkung, welche M von M erleidet, lässt sich durch 
eine Kraft mit beliebigem Angriffspunkte und ein Kräftepaar 
oder Gegenpaar darstellen. Wir lassen jene im Anfangspunkte 
eines rechtwinkligen, übrigens aber beliebigen Coordinaten- 
systemes angreifen und bezeichnen ihre Componenten nach den 
Axen durch X, Y, Z, sowie die Componenten des zugehörigen 
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Gegenpaares durch S, H, Z. Wir bezeichnen ferner durch 

dW 

j— dx eta die Wachsthümer von TF, wie sie einer Verschieb 

büng dx etc. des Magneten M in der Richtung von — x nach 

dW 
■f X etc. entsprechen, sowie durch -yj- cJ| u. s. w. die Wachs- 
tümer, welche resultiren, wenn M um die a;-Axe u. s. w. so 
gedreht wird, dass c{{ u. s. w. der der Drehung entsprechende 
Bogen im Kreise mit dem Radius Eins ist Man hat alsdann, 
irie aus den Principien der Attractionsrechnung folgt: 

^_ _dW yr__dW ^__dW 
dx' ^ ~ dy ' d0' 

dW „ dW y dW 

- = - dF' " = ~ d7' "dT* 

Dem Ausdrucke W können noch andere Formen gegeben 
r^erden, die hier schon erwähnt werden mögen. 
. Bezeichnen wir die Potentiale der in den Magneten eni- 
iltenen magnetischen Ladungen bezüglich durch V und F', so 
li man auch: 

W= fVd(f = fV'dq, 

Denken wir uns das Element der magnetischen Ladung 
nes Magneten durch ein. Quantum Elektricität ersetzt, das sich 
or Einheit der Elektricität verhält, wie jenes Element zur Ein- 
eit des Magnetismus, so leuchtet ein, dass das elektrische und 
lagnetische Potential einander gleich sind. l^\m kann aber 
le auf gedachte Weise erhaltene elektrische Ladung durch eine 
tndere über die Oberfläche des Magneten verbreitete Ladung 
raetzt werden, ohne dass sich etwas in der nach aussen ge- 
ichteten Wirkung ändert, und die Quantität der oberflächlichen 
Adang kommt dem Quantum der im Inneren enthaltenen Elek- 
dcität gleich (s. Elektrostatik IV. 3.). Es lässt sich also auch die 
rsprüngliche Ladimg des Magneten durch eine über die Ober- 
Äche verbreitete magnetische Ladung ersetzen, die aus glei- 
hen Quanta nördlichen und südlichen Fluidums besteht. Be- 
zeichnen wir durch q, q' für den einen und anderen Magneten 
lie Flächendichtigkeit dieser Ladung in den Elementen ds, ds' 
1er Oberflächen, so hat man: 



j 
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sowie auch: 



^^ r p QdS'Q'ds' 



y^ CQds y,^ rQ'ds' 



Man bemerke noch, dass der Ausdruck W mit dem vei- 
änderlichen Theile des halben Potentialas sämmtlicher in bei^ 
den Magneten enthaltenen magnetischen Massen in Bezug aof i 
sich selbst zusammenfallt. 



-1 

j 
■.I 



2. üeber das Potential eines permanenten Magneten. 

Das Potential eines permanenten Magneten mit endlichfli; 
Dimensionen nimmt für die Punkte eines Raumes, dessen Ud 
mensionen ebenfalls endlich sind, der aber unendlich weit vai- 
dem Magneten entfernt ist, eine einfache bemerkenswertheFom: 
an, die in der Folge häufig zur Sprache kommen wird und da- 
her jetzt bestimmt werden soll. 

Es seien x, y, die rechtwinkligen Coordinaten eines PtmkJ 
tes P in dem fraglichen Räume. Der im Magneten gelegene! 
Punkt P' sei um R von dem Anfangspunkte der Coordinatei' 
entfernt, und die von diesem Anfangspunkt nach P' gezogenij 
Gerade bilde mit den Axen die Winkel a, ß, y. Wenn dann fti^ 
ner durch r die Entfernung der Punkte P und P' bezeichnei 
wird, so findet man mittelst der binomischen Entwicklung: 

i = {(x-^Rcosay+iy — Rcosßy + iis — Bcosyy) - V« = 

R 

+ ^ [xcosa 4" ycosß 4" ^cosy] 

3(xycosacosß -j- xzcosacosy + y^cosßcosy)] 

+ 
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Für die einzelnen Glieder der obigen Entwicklung ist der Aus- 

d*. . d^ dt*, 

druck ^^... oder -j-^ -j- -j^ -j- -5-^ der Null gleich. 

Wir legen nun durch den Punkt P' des Magneten Coor- 
dinatenaxen, welche den ursprünglichen parallel sind und be- 
liehnen durch off y', s^ die Coordinaten des Elementes dq des 
im Magneten enthaltenen Fluidums in Bezug auf jene neuen 
Axen. Es leuchtet alsdann ein, dass wenn wir in die obige 
Entwicklung an die Stelle von x, y, z die Differenzen x — x!^ 
^ — \fy B — z^ einsetzen, die Entwicklung für den reciproken 
Werth der Distanz zwischen P und dq zum Vorschein kommt. 
Mnltipliciren wir also femer mit dq und integriren wir über die 
limmtlichen Elemente der im Magneten enthaltenen Fluida, so 
«Aalten wir das Potential für den Punkt P 

Kan bemerke aber erstlich, dass das Integral Jdq, d.i. die 

Amime des im Magneten enthaltenen nördlichen und südlichen 
Ibidnms, weil letztere in gleicher absoluter Menge vorhanden 
md, verschwindet. Femer leuchtet ein, dass man für die In- 
i^gnJe 

fx!dq, fi/dq, fa'dq 

bezüglich die Ausdrücke 

qlcosa, qlcosb, qlcosc 

letzen kann, wenn -\- q imd — q die in dem Magneten enthal- 
ten Quanta nördlichen und südlichen Fluidums sind, l die 
Bfttfiamong des Schwerpunktes N der nördlichen Quanta von 
4n Schwerpunkte 8 der südlichen Quanta bedeutet, und wenn 
^l,e die Winkel sind, welche die Linie 5^ mit den Coordi- 
fiatenaxen bildet. Mit Rücksicht auf obige Bemerkungen findet 
man für das Potential des Magneten, unter Vq den Werth des- 
selben im Coordinatenanfangspunkt verstanden: 

Fe 

, + ^{{1 — 3co8a^)co8a'X-\'{l'-'3cosß'^)cosb'y-{-(l—3cosy'^)cosC'Z 

— dcosacosß (co8b'X'\'COsa'y) — Scosacosy (cosc-x -{- cosa-z) 

— Scosß cos y {cos c-y-^-cosh-z)] 

+ etc. . . ., 

wo zu setzen ist: 
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Fo = — -^ [cosu cosa --f- cosß cosb -f- cosy cosc] -\- etc. 

Beide obigen Beiben ziehen sieb, wenn die Coordinaten x, y, jj, . 
^j y\ ^' gögön die Distanz JR verschwinden, auf ihre Anfangs- ] 
glieder zurück. In diesem Falle bat man also wenn der Win- 
kel zwischen der Linie SU und der Linie i? — letztere in der 
Richtung OV^ genommen — durch 8 bezeichnet wird, für diW; 
Potential des Magneten: 

— -57 ^ösö -|- -^ {(cosa — 3cosacosd)ic -f* (cosh — 3cosßco$8)y \ 

-j- (cosc — 3 cos y cos d) 0\. 
Für die in endlicher Entfernung von dem Anfangspunkte 
Coordinaten Xy y, gelegenen Punkte ist also der veränderli( 
Theil des Potentials eines unendlich weit entfernten Magnet 
eine homogene Function ersten Qrades jener Coordinaten. Di$^ 
Niveauflächen sind eben und unter einander parallel, die 
Knien gerade und ebenfalls unter einander parallel. Die 
Ä, mit welcher der Magnet auf ein Quantum Eins nördlichen 
Fluidums, das in einem Punkte concentrirt ist, also auf einen 
Nordpol mit dem Quantum Eins einwirkt, liegt in der Ebenem 
die durch jenen Punkt oder Pol und die Linie SN bestimmt j 
wird. Man findet auch leicht: 

K=^^Y\^3cos8K 

Ausserdem ergiebt sich für den Winkel 1/ zwischen der Kraffc Jtj 
und der Linie, welche den Pol und die Mitte von SN verbi 
det, oder auch für den Winkel, welchen die Sichtungen von 
und B mit einander bilden: 

2 cos 8 
V l + Scos8^ 
Ein Raum, welcher wie der oben betrachtete von ebenen Niveai 
flächen durchzogen Wird, heisst ein homogenes magnetisch« 
Feld. Als ein solches wird, welches auch die Dimensionen 
Magneten sein mögen, jeder Raum angesehen werden dürfeiii^ 
dessen Dimensionen gegen die Distanzen derjenigen Theile de 
Magneten verschwinden, deren Wirkungen hauptsächlich in B 
tracht kommen. So kann das Potential für die magnetisci 
Wirkung der Erde, wenn es sich um die Einwirkung auf eine 
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Magneten von den gewöhnlichen Dimensionen handelt, als ho- 
mogen betrachtet werden. Denkt man sich nämlich um den 
Magneten eine Kugel beschrieben, deren Radius schon sehr 
groas ist im Vergleich mit den Dimensionen des Magneten, je- 
loch noch sehr klein im Vergleich mit denen der Erde, so würde 
ÜB Einwirkung auf den Magneten nicht merklich geändert wer- 
dm, wenn der innerhalb der Kugel befindliche Theil der Erde 
sitfemt würde. 

Für die Wirkung in die Feme kann, wie der Fotential- 
iindruck ersehen lässt, der Magnet durch einen Nord- und 
■Ben Südpol ersetzt werden, deren Quantitäten den absoluten 
Vcrth q haben und die in den Schwerpunkten N, S der nörd- 
und der südlichen magnetischen Quanta liegen. Diese 
m Pole bilden eine ideale Magnetnadel von der Länge h 

JXe Linie SN nennt man die Axe, das Product ql das 
Mgnetische Moment des permanenten Magneten aus Gründen, 
nldie ans den nächstfolgenden Betrachtungen erhellen werden. 



L Verhalten eines permanenten Magneten im homoge- 
nen magnetischen Felde. 

Ein permanenter Magnet mit den Polen N und S befinde 
ich in einem homogenen magnetischen Felde, in welchem das 
ihitoLtial 

V = Äx + By+ Cjs + D 
beRScht. Unter dq das Element des im Magneten enthaltenen 
Hagnetischen Fluidums verstanden, hat man alsdann : 

W= fVdq = Afxdq -h Bfydq -f Cfzdq 

fcr den Ausdruck, durch dessen Variation die Einwirkung auf 
^ Magneten gefunden werden kann. 

Bezeichnen wir die Länge der Linie SN durch ?, den ab- 
idaten Werth des im einzelnen Pole concentrirt gedachten 
Quantums durch q und die Winkel, welche die magnetische Axe 
Äy mit den Coordinatenaxen bildet, durch a, 6. c, so kann man 
neb schreiben: 
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W = ql (Äcosa + Bcosb -j- Ccosc), 
oder auch, wenn K die Kraft ist, mit welcher ein Pol mi 
Quantum Eins durch die magnetische Wirkung soUicitirt 
und t^ den Winkel bedeutet, den diese Kraft mit der Ric 
von SN bildet: 

W = — • qlcos^.K 
Die Betrachtung dieses Ausdruckes fuhrt zu dem Res! 
dass die Wirkung, welche der Magnet erleidet, sich durcl 
ein Gegenpaar bildende Kräfte von der Grösse qK darg 
lässt, die in je einem Pole angreifen und deren Richtunge 
den Kraftlinien parallel sind. Die in dem Nordpole angre 
Kraft hat dieselbe Richtung wie die oben durch K bezeic 
Kraft. Wenn der Magnet um eine Axe drehbar ist, so 
er zwei Lagen des Gleichgewichtes dar; es sind dies dieje 
Lagen, wo eine durch die magnetische Axe mit der Ric 
der Kraftlinien parallel gelegte Ebene auch mit der Dr 
parallel läuft. In der einen Lage, wo der Nordpol des M 
ten nach der Seite hin hegt, nach welcher die Kraft K 1 
kehrt ist, hat der Ausdruck W einen Minimumswerth m 
das Gleichgewicht stabil. In der zweiten Lage, wo der ] 
pol nach der entgegengesetzten Seite liegt, ist W ein Max 
und das Gleichgewicht labil. Ein indifferentes Gleichge 
findet statt, wenn die Drehaxe mit der magnetischen Ax 
rallel ist. 

Es ist hier der Ort, anzudeuten, wie die Richtung und G 
der Kraft in einem homogenen magnetischen Felde best 
werde. Bei diesen Auseinandersetzungen wollen wir annel 
das homogene Feld sei das des Erdmagnetismus. Die Ricl 
der Kraft wird gefunden, indem man die Declination unc 
clination bestimmt. 

Die Declination kann mittelst des Gauss'schen Mag 
meters gefunden werden. (Bemerkungen über die Einricl 
magnetischer Observatorien und Beschreibung der darin a 
stellenden Instrumente. Resultate aus den Beobachtungei 
magnetischen Vereins im Jahre 1836, von Gauss und W( 
1837). Dasselbe besteht bekanntlich aus einem Magnets 
der horizontal an einem aus einfachen Coconfaden zusam 
gesetzten Faden oder einem dünnen Metalldrahte aufgeli 
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nL Der Magnet, meist von der Gestalt eines rechtwinkligen 
'arallelepipediims mit vorherrschender Längendimension und 
Dgleichseitigem Querschnitte, ist regelmässig magnetisirt, so dass 
ane magnetische Axe nur wenig von der geometrischen ab- 
eichi. Er liegt mit seiner breiten Seitenfläche horizontal in 
ner nicht magnetischen Hülse, welche letztere an einem hori- 
ntalen Theilkreise so befestigt ist, dass ihr noch eine Drehung 
Q dessen Axe gestattet ist. Der Theilkreis selbst ist an dem 
ufhängefaden befestigt. An dem einen Ende trägt der Magnet- 
ib einen kleinen Spiegel, der mit Hülfe von Stellschrauben 
id dmrch Anwendung von Femrohr und Skala senkrecht zur 
Kmetiischen Axe des Magnetstabes gestellt werden kann. Der 
■egel dient dazu, die Winkeldistanz der geometrischen Axe 
m einer festen durch die Drehaxe gehenden Fundamentalebene 
aUtt Femrohr und Skala zu bestimmen. 

Anf den Stab des Magnetometers wirkt, wenn er ins Gleich- 
»vicht gekommen ist, die von der Aufhängung herrührende 
nionskraft und der Erdmagnetismus. Es sei nun r das dem 
gen Eins entsprechende Torsionsmoment des Aufhängungs- 
lanSy 6 das von der gedachten Fundamentalebene an gerech- 
te Azimuth der geometrischen Axe für den Fall, dass der 
ignet der Einwirkung der Erde entzogen wäre, qp das Azi- 
lÜiy welches jene Axe wirklich einnimmt. Hierbei werde 
terstellt^ dass jene Winkel im Sinne der Bewegung eines XThr- 
igers gerechnet werden, das beobachtende Auge im Zenithe 
daehi. Der Ausdruck 

r(ö-qp) 

idft alsdann das von der Torsion herrührende Gegenpaar dar. 
b die Einwirkung der Erde betrifil, so bestimmt sich die- 
Dbe dem Früheren zufolge durch den Ausdruck: 

i> M das magnetische Moment des Stabes, T die Erdkraft und 
den Winkel bedeutet, den letztere mit der magnetischen Axe 
iB Stabes einschliesst. 

Wenn aber 8 der Winkel ist, den die magnetische Axe des 
kabes mit dem Horizonte bildet, d den Winkel bedeutet, wel- 
kn die Horizontalprojection jener Axe mit der geometrischen 
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Axe bildet, femer a das Azimuth des magnetischen Meridii 
und i die Inclination darstellt, so hat man: 

cos^ = cos(9 + <J — cOcoss cosi -j- sine sini. 
Also hat man für die horizontale Componente des von dem l 
Magnetismus herrührenden und am Magnetstabe wirkei 
Gegenpaares: 

dW 

— --j — = — MTsin{q) -{- (5 — a) coss cosi, 

wobei zu bemerken, dass die genannte Componente als pof 
gerechnet wird, wenn dem Sinne ihrer Drehung ein posit 
Wachsthum des Azimuthes entspricht. Wenn die Winkel (p 
ö und s nur klein sind — was bei den Beobachtungen eri 
werden muss — und nur die ersten Potenzen berücksicl 
werden, so hat man dem Obigen zufolge : 

1. r (ö — 9?) = E((p + ö — a), 
wo ^ für das Product MTcosi gesetzt ist. 

Nachdem der Winkel q> beobachtet ist, hat man erstlich 
für die weiteren Bestimmungen erforderliche Verhältniss j 
sehen den Grössen r und E zu bestimmen. Zu dem Ende ^ 
die Hülse um die Axe des Torsionskreises gedreht, wobei 
den Winkel w beschreibe, und alsdann wird wieder das . 
muth der geometrischen Axe bestimmt, welches q)' sei. Man 
dann nach der Gleichung 1 : 

2. r(ö + w; — 9?') = E{q)* -f- ö — a). 
Aus den Gleichungen 1 und 2 folgt nun: 

t q)' — qp 

Um ferner den Winkel 6 zu finden, legt man den Magnett 
um, so dass diejenige Seitenfläche, welche ursprünglich ur 
lag, jetzt nach oben hin zu liegen kommt. Wenn hierauf 
Magnet sich in das Azimuth (pi einstellt, so hat man ofienl 

3. r(ö — <Pi) — E(q)i — ö — a). 
Die Combination dieser Gleichung mit der Gleichung 1 lief 

^ = 2Jc ^^^ ~" ^^• 
Endlich wird, während die Hülse die ursprüngliche SteD 
auf dem Torsionskreise einnimmt, an die Stelle des Mag 
Stabes ein zweiter Hülfsstab gebracht, der in Form, Stoff 
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ewicht dem ersten möglichst nahe kommt, aber nur schwach 
lagnetisirt ist. Für diesen Stab seien /o, <^o, ^^o» ^o ^^^ Werthe 
er Grössen, welche für den ersten Stab durch A', <T, E und (p 
^zeichnet wurden. Alsdann hat man nach der Gleichung 1 : 

4. r(0 — g?o) = Eo(<Po + ^o — «)• 
ie Combination der Gleichungen 1 und 4 liefert aber endlich 
I das Azimuth a des magnetischen Meridians : 

*(y + <^) — ^0 (yp + ^o) 4- (y — yo) 
«= k^^. 

Da die Declination bekanntlich fortwährend Variationen 
sigt, so leuchtet ein, dass die einzelnen Beobachtungen auf die- 
übe Epoche reducirt werden müssen. Zu dem Ende muss wäh- 
snd jener Beobachtungen die Variation des Azimuthes des 
Agnetischen Meridianes an einem zweiten Magnetometer be- 
baditet werden. Wie die Gleichung 1 ersehen lässt, darf man 
ber die Variationen jenes Azimuthes als gleich den Variatio- 
m des Azimuthes qp betrachten, sobald die Torsion r im Ver- 
eich mit der Grösse E sehr klein ist. 

Zur Bestimmung der Inclination dient unter anderen das 
dinatorium, dessen Einrichtung wir als bekannt voraussetzen, 
n der Anwendung jenes Instrumentes darf man nicht, wie es 
iinschenswerth wäre, die Annahme zulassen, dass die magneti- 
he und geometrische Axe der Nadel zusammenfallen, noch 
ich, dass die Drehaxe der Nadel genau durch den Schwerpunkt 
jht. Von diesen beiden Umständen wird jedoch das Resultat 
labhängig, wenn man wie folgt verfahrt. 

Zuerst bestimmt man, nachdem der Verticalkreis zur. Coin- 
ideDz mit dem magnetischen Meridiane gebracht worden, die 
lelination q) der Linie, welche die Spitzen der Nadel verbin- 
Jt, oder der geometrischen Axe. Hierauf wird der Verticalkreis 

D 180® gedreht, so dass diejenige Seite der Nadel, welche vor- 

» 

T ostwärts gekehrt war, jetzt nach Westen hin zu liegen 
)mmt, und beobachtet man wiederum die Inclination, welche 
bzt g>i sei. Für die mittlere OsciUationsdauer der Nadel in 
m beiden gedachten Lagen werde zugleich der Werth ^ be- 
)achtet. Dieselben Bestimmungen werden ferner nochmals ge- 
acht, nachdem die Pole der Nadel umgekehrt worden sind; 
i mögen hierbei bezüglich die Werthe q)' und (p/ fdr die In- 



128 Wechselwirkung zwischen zwei 

clinatioD, und der Werth z/' für die Oscillationsdauer gefunden 
werden. 

Es werde nun durch <J der Winkel bezeichnet, welchen die 
auf die Ebene des Yerticalkreises projicirte magnetische Axe 
mit der geometrischen einschliesst, diesen Winkel in demselben 
Sinne wie die Inclination gerechnet. Ferner sei d die Längs ^ 
der auf die gedachte Ebene projicirten Verbindungslinie des' 
Mittelpunktes und des Schwerpunktes der Nadel, so wie g der 
Winkel, welchen diese Projection mit der geometrischen Axe^ 
bildet. Man hat dann, wenn noch das Gewicht der Nadel durch 
p, das magnetische Moment vor der Umkehrung der Pole durdi 
M und die wahre Inclination durch i bezeichnet wird, für den 
zuerst beobachteten Fall: 

MTsin(sp -|- <y — i) = pdcosCq) + f). 
Hierfür setzen wir, da der Winkel g>-\- <5 — i nur klein ist und 
indem wir für den kleinen Quotienten p d : MT den Buchstabes 
q setzen: 

9) -|- <J — i = qcos(g) + £)• 

Ebenso ergiebt sich für die zweite Beobachtung: 

(pi — (f — i = qcos((pi — t)' 

Nach Umkehrung der Pole tritt an die Stelle von q ein neui 
Werth g', und man iSndet für die zwei letzten Beobach 
gen, wenn die Lage der magnetischen Axe nicht geändert 
wird, wie unterstellt werden darf: 

i — y' — (5 = g' cos (9' -f- f) 

i — y/ -|- (5 = g' cos (9/ — f). 

Wie man leicht einsieht ist aber: 

t — M — ^ 
q ~ M~ d^' 

Bezeichnen wir also letzteren Quotienten durch k und setzen wir: 

qcosl = t, qsini = u, 
so haben wir: 

i = q) -j- (J — tcosq) -|- usinq), 
i = q)i — ö — tcos(pi — using)iy 
i = q)' -^ ö -}- tkcosq)' — uk sin q>\ \ 

i = q)i — (5 -|- tlcosg)i' -\- uksintpi. 
Die Elimination der drei Grössen ö, t, u aus obigen vier Qlei- 



permanenten Magneten. 129 

angen liefert endlich den allen vier Beobachtungen entspre- 
eoden Werth der Inclination i. 

Es erübrigt jetzt noch anzugeben, wie die Grösse oder In- 
laität des tellurischen Magnetismus gefunden werde. Zur Er- 
ditenmg des Verständnisses der hierfür von Qauss angege- 
Mn Methode wollen wir aber zuvor die Versuche erörtern, 
liehe derselbe angestellt hat, um das Grundgesej;z der magneti- 
len Wirkung zu beweisen. 



Experimentelle Prüfting des Qnindgesetzes für die 

magneüsolie Wirkimg. 

Die von Gauss (Intensitas vis magneticcLe terrestris ad men- 
äbsdlutam revocata 1833) zur Prüfung des Grundgesetzes 
r die magnetische Wirkung angestellten Versuche bestanden 
dn, dass die Ablenkungen bestimmt wurden, welche ein hori- 
Ifttal aufgehängter Magnetstab erlitt, als er der Einwirkung 
im zweiten ebenfalls horizontalen und in gleicher Höhe be- 
idUchen, aber festen Magnetstabes ausgesetzt wurde. 

Beide Stäbe waren ungefähr 30 Centimeter lang und die 
Itttfemung ihrer Mittelpunkte wurde von 110 bis 400 Centime- 
BT variirt. 

Auf den beweglichen Stab wirkte, so lange er noch nicht 

InaSiiflusse des zweiten Stabes ausgesetzt war, lediglich der 

Ibdmagnetismus und die von der Aufhängung herrührende Tor- 

pMubafb, die jedoch im Vergleich mit jenem sehr klein war. 

Der zweite Stab wurde, wie bemerkt, in gleiche Höhe mit 

ersten und für je eine bestimmte Entfernung seines Mittel- 

von dem des beweglichen Stabes in zwei ausgezeichnete 

gegen letzteren gebracht. Erstens nämlich wurde er so 

dass sein Mittelpunkt in den durch den Mittelpunkt des 

[liehen Stabes gehenden Meridian zu liegen kam, während 

) Axe senkrecht auf diesem stand. Femer wurde er zwei- 

F[iit seiner Axe wiederum senkrecht zum magnetischen Me- 
aber so gelegt, dass jene die Mitte des beweglichen Sta- 
ElAktrofUtik, ICagnetisinaB und Elektrodynamik. ^ 
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cos d = cosilf cos Bj cos 8' = cos ^' cos b\ 

cos^:f = cos (if — ^') cos s cos «' -f- sin s sin ^. 

Hiemach ergiebt sich fiir die allein zu berücksichtigende hori- . 

zontale Componente des genannten Gegenpaares: j 

dW MUT 
— 'j-r= 55r (ßsintcost' + cosifsinilf')cosscos^. 

Der letzte Ausdruck lässt ersehen, dass man ohne erhetn^j 
liehen Fehler die Abweichungen «, 6' der magnetischen * - ■ 
vom Horizonte unberücksichtigt lassen kann. Femer ergieU^^ 
sich für diejenige relative Lage der beiden Magnete, welche witi 
die erste genannt haben und wobei ^ sehr nahe 0^ oder 180*/ 
^' aber sehr nahe 90® oder 270» ist : 

dW MJiF cos t sin jf' 

Für die zweite Lage, wobei ip' nahe 0® oder 180<>, ip aber nilNij 
900 oder 270© ist, hat man: 

_ dW__ 2 MM" sin t cos ^' 
dil; ~ ü» 

Mittelst der beiden letzt gewonnenen Ausdrücke und dem fb 
das Gegenpaar, welches von der Torsion und dem Erdmagne-j 
tismus herrührt, findet man jetzt leicht, wenn man noch 
rücksichtigt, dass das Gleichgewichtsazimuth nur wenig 
dem magnetischen Meridiane abweicht, die folgenden Belationeni 

P 2P 

tangvj = ^, tmgv2 = -gj, 

wo Vi und V2 die absoluten Werthe der der ersten und zyni^ 
ten Lage entsprechenden Ausschläge sind imd wo zu setzen ii 

p_ MM' 

MTcosi + ^* 
IJQ der That finden sich die beiden obigen Relationen, wie 
Berechnung von P ergiebt, durch diejenigen der mitgetheili 
Beobachtungen annähernd bestätigt, bei welchen B mehr 
das Achtfache der Länge der Stäbe ausmacht. Bei gering( 
Distanzen tritt, wie aus 2. und 3. erhellt, an die Stelle des ol 
für das Potential angewandten Ausdruckes eine nach negative 
ganzen Potenzen von R fortschreitende Entwicklung, dew 
erstes Glied mit jenem Ausdrucke zusammenfällt. Aehnlidk 
Entwicklungen gelten dann auch für tcmgvi und t(mgv%, ÜDa | 
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ins Besondere die angewandten Magnete regelmässig mag- 
rt sind, so treten in diesen letzten Entwicklungen nur un- 
6 Potenzen von R auf; denn dadurch, dass das Vorzeichen 
l umgekehrt wird, muss unter den gedachten Verhältnissen 
las Vorzeichen der beiden Tangenten sich umkehren, wäh- 
zugleich ihr absoluter Werth ungeändert bleiben muss. 
ich lassen sich die von Gauss angestellten Beobachtun- 
lit grosser Genauigkeit darstellen, wenn man annähernd 






i <]ie Methode der kleinsten Quadrate findet man dann : 

P = 43435, Qi = 244900, ^i = — 218500, 
nittelst dieser Werthe berechnen sich aus obigen Formeln 
d|genden Ablenkungen, welche von den beobachteten nur 
irenig verschieden sind: 





«1 


Va 


B 


«1 


v^ 




10.67'. 22,0" 


• • . 


190 


00.22'. 6,6" 


00.43'. 14,0" 




1. 29. 46,5 


• . . 


200 


0. la 55,7 


0. 37. 5,6 




1. 10. 13,3 


20.13'. 50,4" 


210 


0. 16. 19,8 


0. 32. 3,7 




0. 55. 58,7 


1. 47. 24,1 


250 


0. 9. 38,6 


0. 19. 2,1 




0. 46. 20,9 


1. 27. 28,7 


300 


0. 6. 33,9 


0. 11. 1,8 




0. 37. 16,4 


1. 12. 10,9 


350 


0. 3. 29,8 


0. 6. 57,1 




0. 30. 69,1 


1. 0. 14,9 


400 


0. 2. 20,5 


0. 4. 39,6 


1 


0. 26. 2,9 


0. 50. 48,3 









Vir gehen jetzt zur Beschreibung der Methode über, durch 
e Gauss a. a. O. die Intensität des tellurischen Magnetis- 
su finden gelehrt hat. Diese Methode besteht darin, dass 
unter M das magnetische Moment des bei den Versuchen 
sendenden Magnetstabes verstanden, durch Oscillations- 
xshtungen den Werth des Productes MT sowie ferner auf 
n Nächstvorhergehenden auseinandergesetzte Weise den 
enten M: T bestimmt und aus beiden Werthen die Grösse 
leitet. 
>urch Beobachtung der Schwingungen, welche der Magnet- 
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Stab, nachdem er in ein Magnetometer gebracht worden, 
fuhrt, ergebe sich fdr verschwindende Amplituden und den 
leeren Baum der Werth ^ als Dauer einer ganzen Oscillal 
Alsdann hat man, wenn die bisherigen Bezeichnungen beibe 
ten werden und noch für das Trägheitsmoment des Stabe 
gesetzt wird: 

= ^'' y MTcosi + r' 

Nachdem hierauf das Trägheitsmoment des Magnetstabes 
eine genau zu ermittelnde Grösse I vermehrt worden, w< 
fiir die Oscillationsdauer der Werth J' gefunden. Es ist Ai 



J 



= 2.y. 



J+i 



MTcos t + r 

Durch Elimination der Grösse J findet man jetzt für das 
schleunigende Gegenpaar des Magnetstabes: 

MTco8i + t = -^^^. 

Der Quotient t: MTcos i lässt sich auf die bei Besprach 
der Declination angegebene Weise finden. Bezeichnen wir ( 
selben durch h, so erhalten wir endlich: 

Um femer den Quotienten Jf : T zu erhalten, wird an die Si 

des Magnetstabes ein zweiter Hülfsmagnet in das Magnete 

ter gebracht. Der erste Magnet aber wird in die Ost -"ff 

Linie gelegt und fiir zwei verschiedene Entfernungen B' 

iJ" seines Mittelpunktes von dem im Magnetometer bef 

liehen werden die Ablenkungen t/ und v" des letzteren 

stimmt. Man hat dann, wenn liT das magnetische Moment 

Hülfsmagneten ist, dem Früheren zufolge: 

MM' ^ R" Hangt/' — R'Hangv* 
MTcosi + t 2(li"2_iJ'2) 

oder wenn noch für den Quotienten tiM'Tcosi der Wert 
beobachtet wird: 

^ — i^i -f » ; COS* 2(R"^ ü'^ 

Die vorhergehende Auseinandersetzung möge an em 



i 



;. 
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d^ von GausB a. a. O. mitgetheilien Beobachtungen erläu- 
tert werden« 

Auf den Magnetstab des Magnetometers wurde horizontal 
und senkreeht cor Axe ein hölzerner parallelepipedischer Stab 
80 au^gel^t, dass sein Mittelpunkt nahezu in die Drehaxe fiel. 
Der Hül&stab wurde mit zwei Gewichten von je 103,2572 Grm. 
bdastet, so zwar, dass diese mit ihren Bügeln auf feine in den 
Stab eingeigte Spitzen drückten, die in gleicher Entfernung 
von der Drehaxe lagen. Als die Entfernung 3 Centimeter be- 
trag, ergab sich für die Dauer einer ganzen Oscillation aus minde- 
stens 50 ganzen Schwingungen 31,6114 Secunden mittlerer 
[ 'fimmenzeit. Hierauf wurden die Belastungsgewichte in eine 
r lotfemung von je 18 Centimetem gebracht und es ergab sich 
[ Uerbei eine Oscillationsdauer von 49,2872 Secunden. Gleich- 
'. nitig wurde die Dauer der Oscillationen eines zweiten Magneto- 
neton beobachtet und bezüglich 34,6162 und 34,6496 gefunden. 
fOemach beträgt die auf die Zeit der ersten Beobachtung re- 
dncirte Oscillationsdauer bei der zweiten Belastung 49,2396 Se- 
omden. Bei diesen Versuchen war also : 
^ 1=2. 103,2572 (18» — 3») = 65052, 

i J = 31,6114, J' = 49,2396. 

[Ausserdem wurde beobachtet: 

jarreJOSt:r = 424,8. 
Mittelst obiger Data findet man nun aus der Gleichung 1: 
I- I. MTcosi= 1798. 

Mb wnrde aber femer an die Stelle eines Magnetstabes ein zwei- 
>:4Br Hülfsmagnet gebracht, jener in die Ost- West-Linie des letz- 
krai gelegt und die Ablenkung des Hülfsmagneten beobachtet. 
IVrdie Entfernungen R' = 120 und R" = 160 ergab sich be- 
I- ^._,. , ^ _ 30 42' 19^4'/ und v" = 1^ 34' 19,3". Ueberdies wurde 



^teobachtet: 

M'Tco8i:t = 721,6. 

Der Gleichung 2 zufolge war also: 

3^ = '''"'• 

Die letzte Zahl bedarf noch einer Correction wegen der Varia- 
tion von Tcosi, indem man von der Variation, welche das 
magnetische Moment des Stabes während der zwischen den bei- 
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den Beobachtungen verstrichenen Zeit einer Woche erlitt, ab- | 

sehen darf. Nun betrug aber bei den letzten Beobachtungen j 

die Oscillationsdauer im zweiten Magnetometer 34,5954 Secim- 1 

den mittlerer Sonnenzeit. Nehmen wir also annähernd Tcosi 1 

umgekehrt proportional mit dem Quadrate der Oscillations- 1 

dauer, so finden wir für die Zeit der ersten von allen Beobaelhg 

tungen: 

M 
n. ^^. = 56640. 

Aus den Gleichungen I. und 11. findet man jetzt: 

Tcosi = 0,1782. 
Für die Inclination hatte Gauss einige Monate vor der 1( 
erwähnten Beobachtungsreihe den Werth 68® 22' 52" gefim( 
Von der Variation der Inclination abgesehen war also: 

T = 0,4837. 
Was die Bedeutung der letzten Zahl betrifil, so bemerken 
wiederholend, dass sie die Geschwindigkeit darstellt, welche 
Masse Eins während der Zeit Eins erlangt, wenn auf di( 
die Kraft wirkt, mit welcher der Erdmagnetismus auf das 
tum Eins des magnetischen Fluidums einwirkt. Als Ei] 
der Geschwindigkeit nehmen wir das Centimeter, als Einh< 
der Zeit die Secunde, als Einheit der Masse das Gramm an. 
die Einheit des magnetischen Fluidums nehmen wir aber 
Quantum an, das in einen Punkt concentrirt auf ein zweit 
absolut genommen gleiches und ebenfalls in einen Funkt 
centrirtes Quantum bei der Entfernung Eins mit einer Ei 
einwirkt, die während der Zeit Eins der Masse Eins die Q^' 
schwindigkeit Eins ertheUen würde. 



5. Mathematisolie Darstellung der Wirkung des 

Erdmagnetismus. 

Es erscheint von hohem Interesse, den magnetischen Zu- 
stand der Erde, inwiefern er sich zu einer bestimmten Zeit 
auf der Oberfläche äussert, mathematisch darzustellen. Wie dies 
mittelst der nöthigen zur betreffenden Zeit anzustellenden 
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9obaohtangen emelt werde, soll in dem Folgenden auseinan- 
srgesetzt werden. 

In der Elektrostatik wurde gezeigt, dass die nach aussen 
arichtete Wirkung elektrischer Massen, die in dem Innern 
Ines Körpers irgendwie vertheilt sind, sich ersetzen lasse 
nch die Wirkung von elektrischen Massen, welche in einer 
mendlich dünnen Schicht auf der Oberfläche des Körpers lie- 
lOL Zugleich wurde bewiesen, dass hierbei die Summe der 
siztgenannten Massen gleichkommt der Summe der im Körper 
nihaltenen Massen. Beide Sätze lassen sich ofienbar ohne 
Weiteres auf die magnetischen Fluida ausdehnen. Für den 
merhalb eines Magneten befindlichen Raum ist also die Wir- 
amg des Magneten dieselbe, wie die einer verschwindend dün- 
Mn Schicht von positivem und negativem über die Oberfläche 
im Magneten nach einem gewissen Gesetze vertheilten Flui- 
An und es sind hierbei die Quanta der beiden Fluida ent- 
ngogesetzt gleich. 

Aus dem Obigen folgt, dass sich das Potential des Erd- 
Mgnetismus in gleicher Weise wie das Potential der Ladung 
ines sphärischen Conductors entwickeln lasse. Bezeichnen wir 
bo durch t die Entfernung eines über oder auf der Erde be- 
WDichen Punktes vom Mittelpunkte der Erde, durch R den 
libdios der letzteren und berücksichtigen wir, dass das Ge- 
IBuntquantum der idealen Ladimg verschwindet, so hat man 
b das magnetische Potential V der Erde in dem ausserhalb 
kr letzteren befindlichen Baume, nach Elektrostatik lY. 2. a: 

r * 



B 



=?'-(r" 



WO, unter q> die Poldistanz, unter die geographische Länge 
nd unter A und B gewisse Constanten verstanden, zu setzen ist : 



t—o 



d (cos (pY 



^ n(n— 1) „ 2 , w(w— l)(n— 2)(n-3) ,^ 

Die zu Anfang gestellte Aufgabe besteht, wie man sieht, 
rin, eine hinreichende Zahl der Constanten Ä und B zu be- 
Enmen, so dass sich mittelst obiger Entwicklungen für jeden 
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Punkt der Erdoberfläche in befriedigender Weise die Richtung 
und Grösse der magnetischen Erdkraft darstellen lässt, oder 
was dasselbe heisst, drei auf einander senkrechte Componenten 
jener Ejraft. Für die Richtungen dieser Componenten nehmen 
wir die Richtung des geographischen Meridianes, von Süden 
nach Norden, senkrecht hierauf die Richtung von Osten nach 
Westen und endlich die Richtung des Lothes oder des Erd*, 
halbmessers von oben nach unten gerechnet. Alsdann hat naf 
um die Componenten, welche bezüglich durch X, Y, Z 
net werden mögen, durch die Inclination i, die Declination 
und die magnetische Erdkraft T oder auch umgekehrt 
zustellen: 

tmgS = j, tangi = ^ ^f ^ , T=VX'+TP + Z'. 

Die Componenten lassen sich bekanntlich als partielle 
ferentialquotienten des Potentials darstellen, und zwar ist, 
dx, dy, de die Incremente der Länge nach den Richtungen 
Componenten darstellen: 



Z = — 



dV 



r= - 



dV 
dy' 



Z= — 



dV 



dx' dit ' de 

Nun ist aber für jeden Funkt auf der Oberfläche ^ := i{ und 

dx r= — Bdq>, dy ^ — Rsinq) dd, de = — dt. 
Hieraus folgt: 



dP, 



dPn 



— dg) sin(p "^ ad — j v i 



V)K 



Für die Coefficienten P sind folgende Ausdrücke zu setzen: 

Pi = 5^1.0 -Bi.0 

+ 9\^ (Äi^i sind + Bi,i cos 6). 

P2 = 5^2,0 -22,0 

+ 5^2.1 (^,1 sind + ^2,1 cos 6) 
+ 5^2,2 (-^2,2 sinid + ^2,2 cos 20). 

-P3 = 5^3,0 -03,0 

+ 93A (^,1 sind + -Bs.i cos 6) 
+ 5^3,2 (-^3,2 sin 2 ö + ^8,2 cos 2 0) 
+ 5^8,3 (^8,3 sin 30 + £3,8 cos 30). 



'if 
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4- 9*,\ {Äaa sind + JS4,i ('08 0) 

+ 94;i{A^sin30 + B.^cosU) 
+ fl'M (A,4«tn40 + JS4,4 cosiO) 
etc. etc. 
Die in diesen Formeln durch g bezeichneten Ausdrücke 
and folgende: 
gifi = cos(p g^fi = costp^ - J (/.,,o = cos q>* — Icosg) 
fta = sin (f gt,\ = costp sin (p gj,\ = {cos 9* — D ^^^ 

g^^j = ^'n 9)* gi^i =z costp sin y* 

fl's.a = sin 9)8 
5^4^ = cos(p^ — f cos^)« -f 4 
^4j = (cos 9« — ^* cos 9) siw9? 
0^4.« = (cos 9» — Dsmy* 
5^43 = cosq> sinq>^ 
9aa = simp* 
etc. 
^Hiernach findet man durch Substitution: 

1 — 00 /k-mCD j 



cosiO. 



k^CD 



dffk^O 



*— 1 ^ 



Sk,i ] cosiO. 



< — 00 / *— OD \ i-OD /*-QD V 

t — CO /i fc—GO \ ib — OD 

rf— 1 \*—rf / *— 1 



COS i 0. 



Die Yergleichung obiger Ausdrücke mit den durch Beobach- 
tung gefundenen Werthen der Componenten iiihrt nun zu den 
verlangten Werthen der Coefficienten Ä und B, Diese Verglei- 
chong lässt sich aber, ohne dass man auf grosse Schwierigkeiten 
stössty wie folgt bewerkstelligen. 
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Indem man die Componenten für eine hinreichende Anzahl ] 
gleich weit von einander entfernter Orte eines und desselben * 
Farallelkreises zu Grunde legt, bilde man die nach den Sinus ^ 
und Cosinus der Vielfachen der Länge fortschreitenden Beihen, ' 
welche den Verlauf der Componenten auf jenem Parallelkreis j\ 
darstellen. Bedeutet / eine solche Componente, so hat man, ii 
sofern / stetig verläuft, für alle Werthe von zwischen 
2n: und fiir diese Grenzen selbst: 



/ = -4i sind + -4-2 sin2d + Äs sinSO + 
+ ^ J5a + 5i cosO + B^cos 2d + 



Die Coefficienten dieser Entwicklung aber, nämlich: 

2n 



Äm= — / fsin md dO, B^ 




cosmd ddy 





lassen sich ohne Schwierigkeit annähernd mittelst der ge^ 
ten und der Beobachtung entnommenen Werthe von / bei 
nen. Auf diese Weise werde nun gefanden: 

l = CX) t = oo 

X = ^ Ä:c,i sinid + l jBx,o + S •^^'« ^^^ ^^' 



t=i 



1 = 00 



t— 1 



1 — 00 



Y=^ Ay,t sin ie + l By,^ + ;S ^v.i «"« »ö. 



l — l 



t->ao 



t — 1 



t — QO 



^ = S ^^,. siw id 4- \ B,,o + S S,^i cosid. 
Man hat alsdann, wie die Vergleichung ergiebt: 






= -4<i 



k^i 



* = 00 



2- S ^-Bm=^-B.,*, 5- = i5,,o, 



i — 00 



^ d(p 



k^CO 



3. 




i»! 



dq) -TT- 5^^9 



= Bp^ü 



k = i 



A = 00 



7. — ^ (fc + l)9k,i Ät^i = ^^,0 



ü;»t 
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t-iOO 



8. - 'S (* + ^)^*.o Ä,o =J-B,.o, 






9- - ;S (* + l)i''' -ö*.' = ■»'.'• 



*«tf 



Die ftknfte der obigen Gleichungen kann zur BeAÜmäiung 
Ir Coef&cienten A und B nicht dienen, es müssen aber auf 
em Parallelkreise so viele Funkte oder Oerter in Rechnung 
ecogen werden, dass eben jene Gleichung wenigstens annähernd 
rfilDt wird. 

Die obigen Gleichungen mögen nun fiir eine Anzahl N Pa- 
iDdkreise gebildet werden, und es mögen von den Coefficien- 
an P etwa n berücksichtigt werden. Alsdann hat man 2 N 
fiodmngen von den Formen 2 und 8 mit den Grössen £i,o 3%^ 
"•••JRi^ Femer ergeben sich einerseits aus 1, 6, 7 und an- 
fanneits aus 3, 4, 9 je 3 JV Gleichungen für jede der folgen« 
n msammengestellten Gruppen der Coefficienten A und B: 

^1,1 -^2,1 -a.8,1 .... ^11,1 B-i^i Bi^i jD3,i .... Bn,\ 
A%^ A^^ ...... An^ ^2,2 -03,2 Bn^ 



Asfi An,3 ^3,3 -Bi 



nfi 



A- -B 



11.11 



Aus den so gewonnenen Gleichungen sind endlich die Coef- 
fiienten A und B mittelst der Methode der kleinsten Quadrate 
I berechnen, wobei, wie leicht ersichtlich, die grösste Zahl der 
InbdauQnten in den linearen Endgleichungen n ist. 

Auf dem oben auseinander gesetzten Wege hat Gauss 
^A%eoieine Theorie des Erdmagnetismus. Resultate aus den 
feoiiachtungen des magnetischen Vereins im Jahre 1838, von 
lauss und Weber. 1839) die 24 Constanten der 4 ersten 
^-Coef&cienten, welche für eine erste Annäherung hinreichen, 
erechnet. Derselbe legte der Rechnung die Daten von 84 
tertem zu Grunde, die zu je 12 auf 7 Parallelkreisen liegen, 
iid entnahm jene Daten aus der Sabine'schen Karte für die 
mze Intensität (im siebenten Report of the British associcUion 
r the advancement of science), aus der Barlow'schen Karte für 
eDecUxiAiion{Philosophtcdl transadions 1833) und aus der Hör- 



142 Wechselwirkung zwischen zwei 

ner'schen Karte für die Inclination (Qehler's physikalii 
Wörterbuch, Band 6). Gauss rechnete die geographischen 
gen ostwärts von dem Meridiane von Qreenwich; femer i 
er die Intensität für London = 1372 an und gab dem F 
tial in der Gegend des Nordpoles das positive Vorzeichen. 
Gauss' sehen Coefficienten bedürfen also, wenn wir unser( 
herigen Einheiten beibehalten wollen, einer Modification 
betrug aber für die in Betracht kommende Zeit die Intensil 
Göttingen 1357, wenn die in London gleich 1372 gesetzt "^ 
während sich für dieselbe Intensität aus den im Juli 183 
machten Beobachtungen bei Zugrundelegung der von uns 
wandten Einheiten der Werth 0,47414 ableitete. Hiemach m 
wir die Gaüss'sehen Coefficienten mit der Zahl 0,47414 
d. i. 0,00034941 multipliciren und ihr Zeichen umkehren, ui 
von uns durch Ä und B bezeichneten Coefficienten zu erh 
Wir lassen die mit umgekehrtem Vorzeichen genomn 
Gauss'schen Coefficienten d. i. also die durch die letztgen 
Zahl dividirten Coefficienten A und B hier folgen: 



Index 


Ä : 0,00034941 


B : 0,00034941 


1,0 


• 


« > . 


- 925,782 


1,1 


+ 


178,744 


— 89,024 


2,0 


• 


* • . 


+ 22,059 


2,1 


+ 


6,030 


+ 144,913 


2,2 


+ 


395OIO 


— 0,493 


8,0 


• 


• • • 


+ 18,868 


3,1 





47,794 


— 122,936 


8,2 


+ 


22,766 


+ 73,193 


3,8 


+ 


18,750 


— 1,396 


4,0 


* 


• • • 


+ 108,855 


4.1 





64,112 


+ 162,589 


4,2 


— 


42,573 


+ 45,791 


4,8 


+ 


0,178 


- 19,774 


4,4 





3,175 


- 4,127 



Um die Berechnung der Componenten des Erdmagneti 
für einen gegebenen Ort zu erleichtern, hat Gauss a. 2 
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ffülfiitafeln mil^etheilt, deren Anwendung aus Folgendem erhel- 
len wird. Wie die vorbergeben<len Betrachtungen ersehen las- 
KD, kann man setzen: 

X= a^ -^ a! cos(e + Ä') 4- a" ros(20 + A") + a"' co8{30 + A"") 
+ a^cos(4ö + JL^»^), 

J= Veo8(e + -B*) + 6" cos (20 + -B") + 6'" cos (30 + B") 
+ ft^cos(4ö + B^), 

r= ct-(-c'cos(ö+ C0 + c"cos(2Ö+C") + ^"cos(3ö-f C") 
'^c'^ cos (40+ C^), 

ad es sind alsdann die Coefficienten a, by c, sowie die Hülfs- 
dnkel A^ B, C lediglich Functionen der geographischen Breite. 
I den gedachten Tafeln findet man nun für die einzelnen Breite- 
;nde die Werthe von a*, c^ und den Hülfswinkeln A\ B, C etc. 
9wm endlich die Logarithmen der Coefßoienten a\ h\ </ etc. 
■gerechnet vor, so dass die Componenten und folglich auch 
e Declination, Inclination und Intensität mit grosser Leich- 
^eit ermittelt werden können. 

Die theoretischen Formeln stellen die Verhältnisse des Erd- 
Agnetismus mit einer Genauigkeit dar, welche fiir eine erste 
onäherung und mit Rücksicht auf das zu Grunde gelegte Ma- 
rial als eine sehr beMedigende angesehen werden muss. Wir 
srweisen wegen dieses Punktes auf den 1840 erschienenen At- 
8 des Erdmagnetismus von Gauss und Weber. 

Zum Schlüsse mögen hier noch einige Worte über die von 
raus 8 sogenannten Gleichgewichtslinien und die ideale Yer- 
holung der magnetischen Fluida auf der Erdoberfläche gesagt 
werden. Unter den Gleichgewichtslinien, welche für Erlangung 
ines leichten Ueberblicks über die Verhältnisse des Erdmagne- 
isDius von Bedeutung sind, versteht man die Linien, in wöl- 
ben die Oberfläche der Erde von den Gleichgewichtsflächen 
es magnetischen Potentials geschnitten wird; in allen Punk- 
en einer solchen Linie weist also das Potential einen und den- 
elben Werth auf. Die Gleichgewichtslinien sind in sich selbst 
nrücklaufende Curven, von denen keine eine andere schneidet. 
Wohl nach Norden als nach Süden hin ziehen sich diese Li- 
^en zusammen, um schliesslich bezüglich in den magnetischen 
Nord- oder Südpol überzugehen. In jedem Punkte der Erde 
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steht die Richtung der magnetischen Kraft auf der durch den 
Punkt gehenden Gleichgewichtslinie senkrecht. Das Potential 
ist auf einer gewissen mittleren in der Qegend des Aequaton 
um die Erde herumlaufenden Gleichgewichtslinie gleich Null, 4 
nördlich von dieser Linie negativ, nach Süden hin positiv und j 
sein absoluter Werth nimmt, wenn man von der gedachten ^ 
Linie aus nach dem magnetischen Nord- oder Südpole fort- ! 
schreitet, an Grösse zu, um auf jedem dieser Pole ein Maximmi || 
zu werden. Die Werthe des Potentials werden aber dem Frühe- 
ren zufolge mittelst der Formel: 

gefunden. 

Wie früher bemerkt wurde, lässt sich die magnetische Wir- 
kung der Erde in dem ausserhalb derselben befindlichen Banne 
auf eine gewisse ideale Vertheilung gleicher Massen nördlicben 
und südlichen Fluidums über die Oberfläche der Erde zurück- 
führen. Für die Flächendichtigkeit dieser oberflächlichen magne- 
tischen Ladung hat man (siehe Elektrostatik IV. 2. a.) den Aus- 
druck : 



-h{i+^'-^' 



dtj' 

d " 

wo -jj eine Differentiation nach der auswärts gerechneten Nor- 
male bedeutet. Offenbar kann man aber für obigen Ausdruck 
auch schreiben: 

Das magnetische Potential der Erde nähert sich mit wachsen- 
der Entfernung von letzterer der Grenze: 

-^r~ = -jf {^1,0 cos (p + (^1,1 sin + Büi cos 0) sin g?}. 

Bestimmen wir die Grössen g>', 0' und N so, dass 

Neos g>' = ^1,0, Nsin q)' sin ff = J.i,i, Nsin g>' cos ff = Bi^i 
wird, und setzen wir ferner: 

cos (0 — 0') sin q)8inq)' -f- cosq) cos q)' = cos d, JViJ» = M^ 
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so ergiebt sich für das Potential : 

McosS 
P 

Die Grösse M ist das magnetische Moment der Erde, mid tp\ 
f^sind die Winkelcoordinaten desjenigen Halbmessers, welcher 
■it ihrer magnetischen Axe parallel läuft, letztere in der Bich- 
img von dem Schwerpunkte der südlich magnetischen Massen 
Bach dem Schwerpunkte der nördlich magnetischen Massen ge- 
lechnet. Die Ausrechnung liefert: 

M= 8,5. 102'', ^' = 120 lo; (f r= 296« 29'. 



'4 

\ 



Beer, Elektrostatik, Magnetismus und Elektrodynamik. 
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m. 

VON DER INDUCTION DES MAGNETISMUS 

IM ALLGEMEINEN. 



L Lehnsatz aus der Elektrostatik. 

Der Lehre von der magnetischen Induction legen wir 
in die Elektrostatik gehörenden Satz zu Grunde, welcher lÜB 
folgt lautet: 

Das Potential der Ladung, welche von einer in einem Punkte 
Pi concentrirten elektrischen Masse auf einem abgeleiteten odeiri 
isolirten Conductor inducirt wird, hat in einem Punkte P2 den-' 
selben Werth, welchen das Potential der Ladung, die von eine 
gleichen aber in dem Punkte P2 concentrirten Masse hervo^i 
gerufen wird, in dem Punkte Pi aufweist, wofern die genj 
ten Punkte entweder beide ausserhalb des Conductors liei 
oder beide in einer Höhlung desselben sich befinden. 

Die Richtigkeit obigen Satzes möge erstlich für den 
erwiesen werden, wo der Conductor abgeleitet ist und die 
Sprache kommenden Punkte Pi und P2 beide ausserhalb d»| 
Conductors liegen. Für die inducirende Masse nehmen 
ohne die Allgemeinheit des Resultats zu beeinträchtigen, die 
positive Einheit. Das äussere Potential der Ladung, welche von 
der Masse hervorgerufen wird, wenn sie im Punkte Pi liegt^ 
sei Vi (x, j/, ^), und die Dichtigkeit der Ladung, welche dieselbe^ 
Masse hervorruft, wenn sie in P2 liegt, sei (>2- Man hat als- 
dann nach einem Satze der Elektrostatik (IV. 1.): 

Vi (^2, 2/2, ^2) = — fQ2 Vi (x, y, z) ds, 
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> ^1 y^i ^ die Coordinaien des Piinktes P^y x^ y^ die des 
ementes ds der Oberfläche des Leiters bedeuten, und wo das 
clits stehende Integral über sämmtliche Elemente dieser Ober- 
idie auszudehnen ist. 

, Wenn aber die Entfernung vom Punkte Pi durch rj be- 
Hknet wird, so hat man, da der Conductor abgeleitet ist, für 
p Punkte des letzteren: 

[ F, (X. y, ^) + i = 0. 

ist also auch: 

ds 



F, (Xi, y2, ^,) =y ^ 



liier rechter Hand stehende Integral ist nichts anderes als 
iMoitial der von P^ ausgehenden Ladung für den Punkt 
od hieraus erhellet der Satz. Wird jenes Potential durch 
ri^ jf, sf) bezeichnet, so kann man also auch schreiben: 

Vi (iCj, y2, ^2) = "Fi {xu ifu ^i)' 

verde zweitens unterstellt, der Conductor sei isolirt. Wie 
seien Vi und Vq die Potentiale der Ladungen, welche 
der Masse Eins inducirt werden, wenn sie bezüglich in dem 
Pi oder in dem Punkte P^ liegt. Ferner seien Ui und 
[die Potentiale der Ladungen , welche von derselben Masse 
m Lagen, aber für den Fall, dass der Conductor ab- 
ist, inducirt werden; die diesen letzteren Ladungen ent- 
iden Dichtigkeiten seien bezüglich Qi und 92- 

m die Masse im Pimkt Pi sich befindet, so besteht die 

ans einem gebundenen (nicht ableitbaren) Theile mit 

:Bielitigkeit Qi, dem Potentiale Z7i und aus einem freien 

ren) Theile. Das Quantum dieses zweiten Theiles 

fQids und sein Potential im Innern des Conductors 

'fQidSy wenn c das innere Potential einer freien Ladung 

(der Quantität Eins ist. Wir haben also zufolge des bereits 
^n Falle angewandten Satzes: > 

Vi (^> y%^ ^2) = --/92 Fl {x, y,0)ds 

= — /92 { üi {x,y,z) — c/qi ds] ds. 

10* 
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Da femer auch in der ganzen Ausdehnung des Conduc^ 

ist, so hat man, wenn noch die Quanta fgidSf fQids bez 
lieh durch gi und 32 bezeichnet werden: 

Vi (^2, y2, ^2) =J ^^ + ^3i «2- 
Ebenso findet man: 

F2 {xi, j/i, ^1) z=L r^L-L ^ cqx 32. 

Aus den beiden letzten Gleichungen ergiebt sich aber mit Rü 
sieht auf den vorhergehenden Fall: 

Vi (^2, 2/2, ^2) = F2 {xu j/i, Zi). 

Der Beweis des Satzes für den Fall, wo beide Punkte? 
einer Höhlung eines Conductors liegen, kann aus dem V<xli 
gehenden leicht entnommen werden. 

Aus dem mitgetheilten Satze ergiebt sich für das Potoill 
der durch einen Punkt inducirten Ladung die bemerkensweri 
Eigenschaft, dass es seinen Werth nicht ändert, wenn man 
ihm die Coordinaten des inducirenden Punktes mit den Co<ä 
naten des Punktes, auf den es sich bezieht, vertauscht, hier 
unterstellt, dass die genannten Punkte entweder beide auaa 
halb oder beide in einer Höhlung des Conductors liegen, 
sei nämlich V{xi^ j/i, Zi; x, y, 0) das Potential der Ladung, « 
che von dem Punkte Pi mit den Coordinaten Xi, t/i, jsi indn 
wird, und zwar für einen Punkt (x^ y, 0), der zugleich oitl 
ausserhalb oder innerhalb einer Höhlung des Conducton 1m| 
Dieselbe Qrösse für den in demselben Baume mit Pi beii 
liehen inducirenden Punkt P2 mit den Coordinaten X2, y«, h^ 
alsdann V (x^, y2i ^2', x^ y^ 0). Dem Vorhergehenden znfii 
ist nun: 

V(Xu 2/1, ^1; X2, 2/2, ^2) = V(x2j 2/2, ^2; Xi, yi, 0j), 
woraus die Richtigkeit der gemachten Bemerkung erhellet 

Zur Verification der im Obigen gewonnenen Resultate 
trachten wir den sphärischen Conductor. Ausserhalb eines l 
chen mit dem Radius B liege der Punkt Px mit der Masse S 
um T] vom Mittelpunkte entfernt. Das elektrische Bild 
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mkies hat die Masse — ü: Tj, und wenn Tl seine Entfernung 
•m Mittelpunkte bedeutet, so ist: 

T, 1? = H\ 

ir einen Punkt P, der ebenfalls ausserhalb des isolirten Con- 
Ktors in der Entfernung T vom Mittelpunkte liegt, ist als- 
m das Potential der durch P] inducirten Ladung, wenn S 
i» Entfernung des Punktes P von dem genannten elektrischen 
Ode bedeutet: 

Rr letzteren Ausdruck erhält man aber, wenn man die Länge 
I durch die Badii vectores der Punkte P und Pi und den von 
jfMBien gebildeten Winkel 8 ausdrückt: 



\ 




— B B 



JB Ausdruck, dessen beide Theile, wie man leicht einsieht, in 
Mig auf die Coordinaten der Punkte P und Pi symmetrisch 
pbttiit sind. 

1 Liegen die Punkte P und Pi in der sphärischen Höhlung 
■es Conductors, so hat man für das von Pi inducirte Poten- 
b im Punkte P: 

-B .^ 

VB^ - 2P« TTi cos8 + T^T? "^ ^' 

c den Werth des inneren Potentials der Ladung bedeutet, 
das Quantum Eins auf der äusseren Grenzfläche des Con- 
erzeugt. Auch hier ist also das Potential der inducir- 
Iidung in Bezug auf die Coordinaten der Punkte P und 
sjrmmetrisch gebaut. Ein Qleiches gilt endlich auch für je- 
der beiden betrachteten Fälle, wenn der Conductor abge- 
ist, indem sich alsdann jeder der beiden gefundenen Po- 
mtialausdrücke auf das erste Glied zurückzieht. 

Der abgehandelte Satz behält, wie aus seinem Beweise 
icht zu entnehmen, auch dann noch seine Gültigkeit, wenn 
i die Stelle eines einzelnen Conductors ein System von be- 
Wg vielen Conductoren tritt. In der hierdurch erzielten all- 
meinen Form findet er seine Anwendung in der Theorie der 
ignetischen Induction, denn die Körper, welche, wie absolut 
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weiches Eisen, der Trennung und Wiedervereinigung der mag 
sehen Fluida kein Hinderniss entgegensetzen, betrachten 
als aus kleinsten Theilchen zusammengesetzt, die sich g 
die magnetischen Fluida gerade ebenso verhalten, wie iso 
Conductoren gegen die elektrischen Fluida. Das Potential 
magnetischen Ladung, welche von einem Magnetpole in ei 
magnetisch erregbaren Körper hervorgerufen wird, ist so: 
eine in Bezug auf die Coordinaten des Poles und die laufei 
Coordinaten symmetrisch gebaute Function. 



2. Magnetisohe Induotion in einem einzelnen Eör 
elemente. Verhalten eines beliebig gestalteten Köi] 
im homogenen magnetischen Felde. 

Das Potential eines Magneten hat für solche Punkte, 
gen deren Entfernungen die Dimensionen des Magneten 
schwinden, die Form: 

Mcos8 

wo M das magnetische Moment des Magneten, R die Li 
der Linie bedeutet, welche irgend einen Punkt des Magn 
mit dem Punkte verbindet, auf den sich das Potential bez 
und wo endlich 8 der Winkel ist, den die eben gedachte I 
mit der Verbindungslinie des Südpoles und des Nordpoles 
schliesst (s. 11. 2.). 

Auch das Potential des in einem einzelnen Körperelem 
durch einen Magnetpol inducirten Magnetismus wird für j( 
Punkt, der in einer nicht verschwindend kleinen Entfen 
von dem Elemente liegt, unter die angegebene Form fa 
Dasselbe setzen wir ferner der Energie des inducirenden I 
proportional, was wenigstens, wie wir sehen werden, für sei 
chere scheidende Kräfte gestattet ist. Führen wir ein re 
winkliges Coordinatensystem ein, dessen Axen durch das '. 
ment gehen, so hat man für das Potential des erregten '. 
mentes : 
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wo za setzen ist: 

r» = o;« + y' + ^^y 
wo Q das in dem Pole enthaltene magnetische Quantum be- 
nnd wo die Coefficienten Ä, B^ C, sobald das Goordinaten- 
m einmal fixirt ist, nur von der Lage des indudrenden 
Poles abhängen. 

Die Coordinaten des Poles seien nun o/, i/, s/^ seine Ent- 
fernung vom Elemente sei r'; alsdann hat man dem unter 1. 
abgehandelten Satze zufolge: 

r^{a;A \x, y, b\ + %fB\x, y, z\ + £^ C7[a:, y, ir]). 

1& schliessen aus dieser letzteren Gleichung, dass die Aus- 
ABcke: 

r^A\x, y, z\ t^B\_x, y, z\ r» C\x, y, z\ 

paize homogene Functionen ersten Grades der Coordinaten x, y, b 
Bind und setzen daher für dieselben bezüglich: 

aa: -f- c'y + V e, by -f- «'^ + ^'^> ^^ + *'^ + ^"V* 
Die Substitution dieser Ausdrücke in die letzte Gleichung lie- 
,fert dann femer noch: 

a! = a", V = V, i! = c" 

vnd mit Bücksicht hierauf kommt endlich: 

wo die Coefficienten a, &, c . . . ganz unabhängig von dem indu- 
drenden Pole sind und lediglich durch die Natur, Form imcl 
Grösse des erregten Elementes sowie durch seine Lage gegen 
die Coordinatenaxen bestimmt werden. 

Der Ausdruck u kann, wie aus der Lehre von den Flächen 
zweiten Grades bekannt ist, auf eine einfachere Form gebracht 
werden. Indem man nämlich das Coordinatensystem um seinen 
Anfangspunkt in eine gewisse lediglich von der Natur und Form 
des Elementes abhängige Lage dreht, geht der fragliche Aus- 
druck in den folgenden über: 
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Y'iijr 3 






« 



Hierfüi* kann man aber auch, wenn das Potential 3 des indu- 
cirenden Poles durch v {Xy y, s) bezeichnet wird, schreiben : 

wo die Marke andeutet, dass die auf die Lage des Elemen- 
tes (den Coordinaten- Anfangspunkt) bezüglichen Werthe der 
Differentialquotienten zu nehmen sind. 

Die letzte Formel lässt sich sofort auf den allgemeins 
Fall ausdehnen, wo die vertheilende Kraffc nicht von einem em»J 
zelnen Punkte ausgeht, sondern von einem beliebigen pe 
nenten Magneten oder einem Systeme von constanten elekiai- 
schen Strömen (s. d. 3. Theil). Bezeichnen wir das Potential d 
Inducenten oder, kürzer ausgedrückt, das inducirende Poten 
durch V{x, y, js), so hat man für das Potential des erregtet^ 
Elementes: 

^ "" r3 la3 \dx^ ■•" b« \dy )o "^ c^ \d^JJ 

Den drei letzten Formeln liegt ein Coordinatensystem zu Grunde, 
dessen Axen durch das inducirte Element gehen und gegen ^ 
letzteres ausserdem noch eine bestimmte Lage haben. Um mm 
eine von der absoluten Lage des Coordinatensystems unabhäih 
gige Formel zu gewinnen, verschieben wir das ursprünglioks 
System, ohne jedoch die Richtung der Axen zu ändern, 
suchen den entsprechenden Ausdruck für das PotentiaL Man 
findet so, wenn jetzt die Coordinaten des Elementes durdi 
^, t/', j8f', die des Punktes, auf den sich das Potential bezieht^ 
durch a;, y, z bezeichnet werden: 






1 äV 



d\ 



1 dV 



wo zu setzen ist: 






r» = {x—niy + (y— yO' + (^ - «')». 



dT 



und wo j-^ etc. die Werthe der partiellen Differentialquotien- 
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m des indncirenden Potentiales nach den Coordinaten für den 
tnkt sind, in welchem das Element liegt. 

Ans den im Vorhergehenden gewonnenen Resultaten lässt 
Mi leicht das Verhalten eines beliebig gestalteten Körpers 
endlichen Dimensionen in einem homogenen magnetischen 
ableiten. Ein Körper werde der Einwirkmig eines Poles 
dem magnetischen Quantum Q, den Coordinaten af, y', / 
dem Leitstrahle r^ ausgesetzt. Man verschiebe den Pol 
irgend einer Richtung ins Unendliche. Alsdann nähern 
Beine Kraftlinien dem Parallelismus und zugleich nähert 
oflbnbar das magnetische Potential des Körpers für Punkte, 
Entfernungen von irgend einem Punkte des Körpers mit 
des Poles vergleichbar sin<1, einem Ausdrucke, welcher eben 
|Atut ist, wie das Potential eines Elementes, das durch 
in Endlichen gelegenen Pol erregt wird, für Punkte, die 
Aidlichen liegen. Geben wir also den Coordinatenaxen die 
m, durch die Form und Natur des Körpers bestimmten 
itongen, so nähert sich das Potential des im Körper indu- 
Magnetismus für einen Punkt mit den Coordinaten Xyy,e 
dem mit / vergleichbaren Leitstrahle r dem Ausdrucke: 

Q /xod , y\f , ißr/> 




_^ v> fxx I yy i_ £f_\ 



n 0, b, € drei endliche von der Form, Grösse und Beschaffen- 
Wk des Körpers abhängige Grössen sind. 
^" Die Componenten der Kraft, mit welcher der influencirte 
Bhper rückwärts auf den Pol einwirkt, sind den mit — Q 
kdBllicirten Werthen gleich, welche die Differentialquotienten 
IDD % nach x^ y, z im Pole , d. i. in dem Punkte (pi, y\ xf'), an- 
kfaneD; so erhält man für die mit der :r-Axe parallele Com- 
Mente: 

id analoge Ausdrücke ergeben sich für die beiden Componen- 
Q r und Z 
Die Ejraft, mit welcher der Pol auf den Körper einwirkt, 
aber der soeben erwähnten Kraft entgegengesetzt gleich. 
) kann also ersetzt werden durch eine im Anfangspunkte an- 
dfende Kraft mit den Componenten — X u. s. w. und ein 
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Qegenpaar mit den Componenten S = Yz^ — Z\f n. s. f. Wi 
rend nun der Pol ins Unendliche rückt, möge zugleich < 
Quantum Q über alle Grenzen hinaus wachsen, so zwar, di 

die AnziehuDg desselben im Endlichen, d. i. der Ausdruck j 

einen endlichen Werth K bewahrt. In Folge dessen wird schlia 
lieh die im Anfangspunkte angreifende Kraft verschwinden a 
die Wirkung des Poles auf den influencirten Körper — weMu 
letztere sich jetzt in einem homogenen Felde mit der Kraft i 
befindet — wird lediglich durch das gedachte Gegenpaar du 
gestellt. Was aber das letztere selbst betrifft, so hat mit 
wenn A, ft, v die Winkel sind, welche der Radius vector di 
Poles oder die Kraftlinien des homogenen Feldes mit den Gm|| 
dinatenaxen einschliessen : 

3 = Z'^ ^- — — jcosficösv, H = ^^(^ — ^J cosvco^l, . 



Z = ^'(^- p) cos\cos\^. 



In sehr einfacher Weise lassen sich Richtung und Grösse 
Gegenpaares mit Hülfe einer centrischen Fläche zweiten 
des darstellen, deren Axen in die durch den Körper 
ten Richtungen der oben gebrauchten Coordinatenaxen fa 
und mit den Grössen a, B, c proportional sind. Wegen dii 
Gegenstandes, sowie wegen der Gleichgewichtslagen, die 
jedem Falle giebt, möge der Körper frei oder um einen 
oder um eine Axe drehbar sein, verweisen wir den Leaerj 
die folgende Untersuchung über das Verhalten eines ElKj 
im homogenen magnetischen Felde. 

Litteratur: Green, Essay on the application of mathematical 
to the theories of electricity and magnetism. Crelle's Journal für 
und angewandte Mathematik. Band XXXIX, XLIV, XLVII. 
W. Thomson, On the equilibrium of magnetic or diamagnetic b( 
of any form under the influence of the terrestrial magnetic force. 
port of the British association. 1848. 



IV. 

MAGNETISCHE INDUCTION IN EINEM ISOTROPEN 

KÖRPER. 



1. Allgemeine Formeln. 

Wenn ein Körper der Einwirkung eines Inducenten aus- 
gesetzt wird, so können wir uns den schliessKchen Zustand als 
'olge einer Reihe von successiven Inductionsacten denken. In 
em ersten Acte ruft der Inducent in jedem einzelnen Mole- 
e denjenigen magnetischen Zustand hervor, wie er eintreten 
e, wenn auf das einzelne Molecül nur der Inducent, nicht 
zugleich auch der Magnetismus einwirkte, welcher in den 
n Molecülen auftritt. Es folgt hierauf der zweite Induc- 
t, wobei das einzelne Molecül durch den Magnetismus 
wird, welcher durch den ersten Inductionsact bereits in 
übrigen Molecülen hervorgerufen wurde, hierbei wiederum 
t» dem erst in eben diesem zweiten Acte auftretenden Magne- 
tismus abgesehen. In dem dritten Inductionsacte wird das ein- 
e Molecül weiterhin durch den Magnetismus inducirt, wel- 
er durch den zweiten Act in allen übrigen Molecülen er- 
(Ugt wurde, u. s. f. 

Bei homogenen Körpern, die wir hier nur ins Auge fassen, 
das Potential des in einem Elemente inducirten Magnetis- 
mus, wenn die Molecüle nicht auf einander einwirken, unter 
übrigens gleichen Umständen dem Volumen des Elementes pro- 
portional und von dessen Form und Lage im Körper imabhän- 
gig. Mit Rücksicht auf HL 2. lässt sich also das Potential, wie 
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folgt, darstellen, wenn den Coordinatenaxen die gehörige durch 
den Bau des Körpers bedingte Richtung gegeben wird: 
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Hier bedeutet aber d k das Volumen des Elementes, die Grössen 
a, /J, y sind lediglich von der Beschaffenheit des Körpers ab- 
hängig und von endlicher Grösse. Die Buchstaben r und F 
haben dieselbe Bedeutung wie in HE. 2. und wie dort sind die Di{> 
ferentialquotienten zu bilden. 

Da in einem isotropen Körper keine Richtung vor einer 
anderen ausgezeichnet ist, so sind für einen solchen die 
Constanten a, /J, y einander gleich zu setzen, und erhält 
für den letzten Ausdruck: 



dV 
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v) , dF ^{?) dV 
cc^ \daf dod '^ dl/' dj/ "^ 




Es werde nim durch 



In 



dsf 



eine Differentiation nach der Nor- 



male der zu F gehörigen Gleichgewichtsflächen angedeutet, ebenso^ 

j 1 

durch -^^ eine solche nach der Normale der zu — geh< 
dN r ^ 

Gleichgewichtsflächen, hierbei den Punkt (a?, y, z) als Centrum 

r gedacht. Femer sei 5 der Winkel, unter welchem sich 

durch das Element gehenden Gleichgewichtsflächen von 7 

— schneiden. Alsdann kann man für den letzten AusdnA 
r 

auch schreiben: 



1 dY 



d 



© 



«2 dN aN ' 

wo sich die Differentialquotienten auf das Element beziehen. 

Durch den letzten Ausdruck, das Potential des im einzel-j 
nen Elemente ohne Wechselwirkung der Molecüle von dem Po»! 
tential F inducirten Magnetismus, findet sich der magnetische 
Zustand des Körpers, wie er nach dem ersten Inductionsact« 
auftritt, vollkommen bestimmt. Ins Besondere hat man für da 
Potential des ganzen Körpers nach jenem Acte: 



1 
] 
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~ a^J dN' dN 



) sich das Integral über sämmtliche Elemente des Körpers 
streckt. 

Es fragt sich jetzt, in welcher Weise der beim ersten 
ductions-Acte erzeugte Magnetismus auf das einzelne Mole- 
1 während des zweiten Inductionsactes einwirkt. Um einen 
üiebigen Punkt eines Molecüles beschreibe man eine Kugel 
ii emem sehr kleinen Radius. Das Volumenelement dieser 
[ülMäche werde durch dV bezeichnet. Man hat alsdann für 
as Potential, welches von den ausserhalb der Kugel gelegenen 
blecülen im Innern jener Fläche erzeugt wird : 



o?J dN' dN 




cosddk + ir I ^Tff-^ cosddK 



<i) 



dN dN 

'0 sich das erste Integral über sämmtliche Elemente des Kör- 
ers, das zweite über sämmtliche Elemente der HüUskugel er- 
reckt Indem wir nun den Radius der Hülfskugel an Grösse 
mehmen lassen, nähert sich offenbar der letzte Ausdruck dem 
3tential der Wirkung, welche die durch den ersten Inductions- 
)i magnetisirten imd ausserhalb des betrachteten Molecüles 
ilegenen Theilchen des Körpers auf jenes während des zweiten 
iductionsactes ausüben. Man bemerke nun, da&s das Gefalle 
» Potentiales V innerhalb der verschwindend kleinen Hülfs- 
igel als constant betrachtet werden kann und deshalb für 
m, zweiten Theil des obigen Ausdruckes gesetzt werden kann: 

1 dV neos 8 

J r^ 



dV. 



«2 dN 

as hier auftretende Integral stellt die nach der auswärts ge- 
chteten Normale von V genommene Componente der Anzie- 
mg dar, welche die Hülfskugel, wenn sie mit Masse von der 
ichtigkeit Eins ausgefüllt wäre, auf die Masse Eins ausüben 
ürde, letztere in den Punkt concentrirt gedacht, auf welchen 
ch das fragliche Potential bezieht, und hierbei ausserdem 
iterstellt, dass die Attractions-Constante gleich Eins seL Des- 
EiQ) fallt der letzte Ausdruck, wie man leicht findet, mit dem 
usdrucke: 
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4jr dV 



3 «2 dN 



N 



zusammen, wo N die Entfernung von der durch das Centrum j 
der gedachten Kugel gehenden Niveaufläche des Potentiales Fl 
bedeutet, diese Entfernung positiv gerechnet für die ausserhalb 1 
und negativ für die innerhalb der Niveaufläche gelegenen ] 
Punkte. Sowohl die Niveauflächen, wie auch das Gefalle der ? 
letztgefundenen Potential-Function sind für die Ausdehnung *.. 

der Hülfskugel dieselben, wie die der Function -r— 5 F. Für die 

Wirkung im Innern des Molecüles können wir also das Poten- 
tial des ausserhalb des Molecüles befindlichen magnetischea 
Fluidums durch das folgende ersetzen: 



' "~ «W ^N' dN 



cosddk + 7;— r F. 



Dies Potential spielt nun in dem zweiten Inductionsacte ge- 
nau dieselbe Bolle, wie das Potential F des Inducenten im ^ 
ersten. In dem einzelnen Körperelemente wird also femer Mag- 
netismus erregt, dessen Potential 

1 dV, \V) ... 

5" 'TAT* At cosodk 

«2 dN dN 

ist, während man für das Potential des im ganzen Körper wei- 
terhin erzeugten Magnetismus hat: 



'' ~ a^J dN' dN 



Der Uebergang vom zweiten Inductionsact zum dritten, der 
vom dritten zum vierten u. s. f. ist oflenbar genau derselbe, 
wie der vom ersten zum zweiten, und bestimmt sich daher der 
endliche Gleichgewichtszustand wie folgt. 

In dem durch das Potential F influencirten Körper tritt ein 
magnetischer Zustand ein, wie er auch einträte, wenn eine 
gegenseitige Einwirkung der Molecüle nicht stattfände und das 
einzelne Element dem folgenden Potentiale ausgesetzt würde: 
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00 



1. ?7=F4-F, + F, + •■•• + c=;^ r.+ c 



C eine Willkürliche Constante bedeutet, in dem Summen- 
ibole Fi für V gesetzt ist, und wo die Bildung der einzel- 
Glieder durch folgende Formel bestimmt wird: 

mit Rücksicht auf den Green 'sehen Satz (Elektrost. 11), und 

ds das Element der Oberfläche des inducirten Körpers ist, -^ 

'^ an 

eine Differentiation nach der auswärts gerichteten Normale 
Elementes andeutet: • 



/dVy^ 



"^^ + 35" ^''-^• 



das Potential des inducirten Magnetismus hat man: 



00 





51) mit S zusammenfallt, eine Constante nicht auftritt — 
die Gesammtmenge des inducirten Magnetismus gleich Null 
und das Potential im Unendlichen verschwinden muss — 
wo endlich die Bildung der einzelnen Glieder durch fol- 
Formel bestimmt wird: 



"" a^J dN 



d 
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dN dN 



cos 5 dk, 



}ßeat mit Rücksicht auf den angezogenen Satz aus der Elek- 

ibrtatik: 

dV. 



Ä 



r^dVy 

1 / dn , 



irischen den Potentialen U und T, von welchen jenes den 
Rgnetischen Zustand des Körpers, letzteres die Wirkung des 
jdndrten Magnetismus bestimmt, besteht die in folgender Glei- 
mug ausgesprochene einfache Beziehung: 
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dU 



«W 



2. T=— ^ I —ds. 

r 



Wir ersehen hieraus, dass die Wirkung des inducirten M 
tismus sich ersetzen lässt durch die einer oberflächlichen 
netischen Ladung, fiir deren Dichtigkeit man hat: 

^ a* dn 

Diese ideale Ladung besteht aus gleichen Mengen nördl 

und südlichen Fluidums, indem der Ausdruck ^^U fih 

Punkte des Körpers verschwindet und folglich auch das Ini 

'dU 

-T— ds gleich Null ist. Auch die Abhängigkeit der Fui 

ü von denf inducirenden Potentiale V ist nach dem Ol 
leicht conciser zu formuliren. Indem man nämlich in dem 
drucke für Z7 an die Stelle von Fi, V2 u. s. w. die durcl 
oben mitgetheilte recurrente Gesetz bestimmten Ausdrücke 
findet man: 

dU 



n 



/dl 
dn 
r 



Dem Potentiale U kann eine von der oben gefundenen 
schiedene Form gegeben werden, die dadurch bemerkensi 
ist, dass aus ihr das Verhältniss zwischen der magnetische] 
der gewöhnlichen elektrischen Induction leicht erkannt w< 
kann. Nach einem Zusätze des in der Elektrostatik IL h 
seaen Qreen'schen Satzes hat man: 



4«F= h±ds- / V.^-^ds. 
J r J dn 



Es ist also auch: 

dV 



'___L / i!Lds+ — F--— F-- / r-^ 



Fi 
oder: 



L' / ds- 
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Fi = -AF-r / dS' 7 F, 

' ' dn 
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m man 

_ = A und — = A 

fc. 

Aus dem letzten Resultate folgt femer: 

,, = - . V, - ^■f^.'-^ .'., 

wenn für Fi sein gefundener Werth gesetzt wird: 

^ an ^ (In 



«o findet man: 



F3= — A'F-3XU' / ds-^^^V 

V. f ds.'^-^^ I ds.'^-^^ f 

^ dn ^ an ^ dn 

U. B. f. 

tuirt man jetzt die für Fi, Fj, F» u. s. w. gefundenen 

iicke in den für U, so kommt: 

D-=C+F(1 — A + A«- ) 

+ F'(l - 2A + 3A2 — )il' 

^ F"(l — SA + 6A-' — )A'» 

+ , 

B Functionen F', F" u. s. w. nach dem recurrenten Qe- 



df ' • -''''"'-'' 



\47tr/ 






dn . 

ds 
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Elektrostatik, Magnetismus und ElektrodTnaniik. n 
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gebildet und mithin dieselben sind, wie die gleich bezeichneten 
Functionen im vierten Kapitel der Elektrostatik. Wir bil- 
den nun endlich die Summe der in TJ auftretenden Reihen 

und finden: 

3 — 2x 



(1.) TJ = 



(7^ x7'_|.x2F"H ) + C 



3 — 2x 
3 



00 



^ x" FC) + C, 







wo X eine von a abhängige Constante bedeutet, für welche 
man hat: 



X 



1 + 



oder: 
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Man hat ferner noch: 



(2.) T=- 
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4;r(3 — 2x)^ 
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(3.) p = - 
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Ausdrücklich muss hier hervorgehoben werden, dass von 
den letzten Formeln nur insofern eine Uebereinstimmung mit 
der Wirklichkeit zu erwarten ist, als von der magnetischen Wir- 
kung der in sehr grosser Nähe an der Oberfläche gelegenen. 
Theile des Körpers abgesehen werden darf, indem hier das, was 
oben über die Verhältnisse in der angewandten, verschwindend 
kleinen Hülfskugel gesagt wurde, nicht mehr gilt. Solches wird 
aber in der That bei festen Körpern mit endlichen Pimensionen 
offenbar gestattet sein. 
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Die vorhergehenden Betrachtungen wollen wir jetzt da- 
iurch vervollständigen, dass wir nachweisen, wie auch aus dem 
Princip der virtuellen Geschwindigkeiten die Bedingungsglei- 
ihang für das Gleichgewicht des inducirten Magnetismus herge- 
eitet werden kann. Jenem Principe zufolge müssen fiir den 
?all des Gleichgewichtes die Glieder erster Dimension in der 
Variation des halben Fotentiales des gesammten in Betracht 
kommenden Magnetismus in Bezug auf sich selbst verschwin- 
den, indem sie der negativen Arbeit, welche die magnetischen 
Kräfte bei der Variation leisten, gleichkommen. Um nun den 
Teränderlichen Theil jenes halben Fotentiales, auf welchen es 
^bar allein ankommt, zu bestimmen, ermitteln wir zunächst 
das Differential desselben, welches sich auf den Magnetismus, 
'itt in einem verschwindend kleinen Elemente d ]v von sphäri- 
iAer Gestalt enthalten ist, bezieht. Dieses Differential besteht 
eniens aus dem Potential des Inducenten, zweitens dem halben 
Potential der ausserhalb des Elementes befindlichen Theile des 
nagnetisirten Körpers, endlich drittens dem halben Potentiale 
ies in dem Elemente enthaltenen Magnetismus in Bezug auf 
liesen Magnetismus selbst. Durch U werde wie früher die 
fanction bezeichnet, durch welche sich die Magnetisirung des 
Lörpers in der bekannten Weise darstellen lässt, da denn in 
ler ganzen Ausdehnung des letzteren der Ausdruck ^^ U ver- 
tiiwindet, weil in jedem Elemente entgegengesetzt gleiche Men- 
^ Magnetismus auftreten müssen. Wenn dann ferner durch 
If ein Element der inducirenden magnetischen Massen, durch 
f tone Entfernung von dhf bezeichnet wird, so ist das Poten- 
tiblfon dg in Bezug auf dfc', da es dem Potential von dk' in 
Serag auf dq gleichkommt: 

1 dU Kt) . .1, ^ 1 dV' ^W ..,. 

" -i • Tax • jxT • ^osS , dk. dq= : • -^^ • -rxr- • dk' .dq, 

a» dSl dN ^ a'^ d9l dlR ^' 

ro Sl die Normale der Niveaufläche von Z7, N die Normale 

er Niveaufläche von — und 8 den Winkel zwischen diesen 

r 

formalen bedeutet. Hiernach kommt für das Potential desln- 

ucenten in Bezug auf dfc', wenn wie früher V das Potential 

ies Inducenten darstellt: 
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Das Potential der Elemente des magnetisirten Körpers, welche 
ausserhalb dJc' liegen, für einen im Inneren dieses Elemente« 
gelegenen Punkt ist, wie wir früher sahen: 



1 / du 
a^J dm. ' 
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WO die Integration sich über alle Elemente des Körpers er- 
streckt. Da nun aber die Summe der \tl dV entwickelten ms^- 
netischen Quanta stets verschwindet, so kann der letzte Ai»-| 
druck bei der Bildung des Potentiales der Elemente ausserhj 
dV in Bezug auf dÄ/ durch den Ausdruck: 



_1 / ^ 
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dm 



dfc + |?.^ = v 



ersetzt werden, so dass sich für die Hälfte des letztgenanntea" 
Potentials ergiebt: 

1 \ dU dY 

2 



2. — 4- • A 



dh\ 



2 «2 d3l ddl 
Das Potential des in dW enthaltenen Magnetismus in Be; 
auf sich selbst kommt gleich dem Potential — J7 in Bezug ai 
denselben Magnetismus. Es sei nämlich U' das Potential 
magnetischen Ladungen, welche durch das Potential U auf 
einzelnen Conductoren erzeugt werden, aus denen wir uns ein 
ment des Körpers zusammengesetzt denken. Man hat als 
für die Punkte irgend eines jener Conductoren, unter c 
Constante verstanden: 

Wenn nun dö ein Oberflächenelement dieses Conductors, f| 
die Dichtigkeit der auf ihm befindlichen magnetischen Lad 
bedeutet, so ist das Potential des in dem ganzen Elemente enfjj 
haltenen Magnetismus in Bezug auf die Ladung des betrach 
ten Conductors: 

Ju'Q'do =f(c— ü)Q'd6 = c fq^do — fUg'dö, 
Hieraus folgt, da fQ^dö gleich Null ist, dass das Potential d6§l 
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im Elemente enthaltenen Magnetismus in Bezug auf diesen selbst 
dem Potentiale — U in Bezug auf denselben Magnetismus 
jfleichkommt. Für das halbe Potential des in dlif entwickelten 
Magnetismus in Bezug auf sich selbst kommt also: 

l l dU du 

^- -2'ä^-dJi'm'^''- 

urch Addition der Ausdrücke l.,?2. und 3. ergiebt sich jetzt für 
IS auf das Element dfc' sich beziehende gesuchte Differential: 

j_ dU d(V + lY -\U) 

a^' ddl ' ddl ' 

id hieraus schliessen wir auf folgenden Ausdruck für den ver- 
iderlichen Theil W des halben Potentiales des gesammten in 
etracht kommenden Magnetismus in Bezug auf sich selbst: 

^ J «3 d9l dyi ^'^' 

das Integral über sämmtliche Elemente des influencirten Kör- 
3rs auszudehnen ist. 

Um dem Ausdrucke W eine für xmsern Zweck bequemere 
orm zu geben, schreiben wir im Hinblick auf einen bekann- 
in Satz und mit Beibehaltung der früheren Bezeichnungsweise: 

1 dU d( V+l Y ^lU)^j^ 






ddl ddl 



=/-i"» • i?(^+ '^ - '^^^' = /(^+ ^^ - '^^'^^' 



)vie ferner: 



/ 1 dU ^\r) „ I a^' dn ^, [gds ^. 

jsdann kommt : 

W==f[v^\T+\{^^-x)u],ds. 

L6 Variation des letzten Ausdruckes rauss nun für den Fall des 
agnetischen Gleichgewichtes bei jeder Variation 8 der Func- 
m CT, für die der Ausdruck ^^ {8U) im Inneren des magneti- 
•ten Körpers gleich Null ist, verschwinden. Es ist aber: 
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Ferner bat man : 
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fTÖQds= fqSTds, 



und wenn 9li die Normale der zu 8U gehörenden Niveaufläclie, 
8i den Winkel zwischen den Normalen 31 und SRi bedeutet, so ist: 



dU 
OiJ dn 



6Uds 



= --f 



dU dSÜ 



U.^ds=fu8Q 



df>l 
ds. 
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cos dl di 



f9Süds = -^J 

Hiemach muss für den Fall des Gleichgewichtes, unter if 
die Variation der Dichtigkeit der idealen Oberflächenladung, w»^ 
sie einer beliebigen zulässigen Variation der Function U eni 
spricht, verstanden, sein: 

8W=f{v+T-^{l^^-l)u)8,ds = 0. 

Es folgt aber hieraus endlich, dass für die Oberfläche und fol 
lieh auch für die ganze Ausdehnung des magnetisirten Köi 
sein müsse: 

welches die früher schon gefundene Bedingungsgleichung für ii 
magnetische Gleichgewicht ist. 

Die Magnetismen, welche in einem Körper inducirt werde 
erleiden sowohl seitens des Inducenten, als auch seitens 
im Körper selbst enthaltenen Magnetismus eine Einwirl 
welche sich auf die Masse des Körpers überträgt. Es hi 
sich aber oflenbar die Kräfte, welche aus der gegenseitigen 
Wirkung der magnetischen Quanta im influencirten Körper seil 
hervorgehen, für sich am Körper das Gleichgewicht. Das 
chanische Verhalten des Körpers wird also lediglich durch 
Einwirkung des Inducenten auf den entwickelten Magnetismii 
des Körpers bedingt. Die Kräfte endlich, welche diese Einwir- 
kung darstellen, halten den Kräften, welche die Einwirkung] 
des magnetisirten Körpers auf den Inducenten darstellen, d*8. 
Gleichgewicht, bestimmen sich daher ohne Weiteres durch das 
Potential T und werden auch erhalten, indem man die EinW: 
kung des Inducenten auf die ideale Oberflächenladuhg (}es in- 
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Qcirten Körpers ermittelt. Dies muss sich auch ergeben, 
n wir im Anschluss an die letzten Betrachtungen das Prin- 
der virtuellen Geschwindigkeiten auf die im magnetisirten 
>er thätigen magnetischen Kräfte und diejenigen Kräfte an- 
len, welche jenen das Gleichgewicht zu halten und somit 
Bewegung, welche der Körper im AUgemeinen in Folge der 
ickelten magnetischen Kräfte annehmen würde, zu verhin- 
im Stande sind. In der That muss dem genannten Frin- 
zufolge für den Fall des Gleichgewichtes der genannten 
fce die Summe der Arbeit, welche letztere bei einer unend- 
kleinen, mit der Art der Beweglichkeit des festen Körpers 
äglichen, übrigens aber beliebigen Versetzung (d. L Ver- 
bung oder Drehung oder Verschiebung und Drehung) 
5n, verschwinden, wenn bloss das Unendlich -Kleine erster 
ung berücksichtigt wird. Die Arbeit sämmtlicher magneti- 
Kräfbe ist aber gleich der Variation des halben Poten- 
) des gesammten Magnetismus in Bezug auf sich selbst, 
gleich 

-/(jF + i[F+T+(^-l)l7])M., 

i V u. s. f. die Werthe bedeuten, welche V u. s. f. bei der 
1 Lage des Körpers annehmen. Berücksichtigen wir die 
igung für das magnetische Gleichgewicht, sowie, dass die 
umt- Quantität der idealen Oberflächenladung stets gleich 
ist,, so ergiebt sich für den letzten Ausdruck: 

lach kommt, wenn P eine der Kräfte ist, welche den magne- 
m Kräften am Körper das Gleichgewicht halten, und 
Pdp das virtuelle Moment dieser Kraft bedeutet: 

ldrVQds-^£Pdp = 0. 
.etztere Gleichung kann man auch «schreiben: 

fQdVds-^ UPSp = 0, 
US erhellt, dass sich die mechanische Wirkung auf die 
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Masse des Körpers ergiebt, wenn man die Wirkung des Indu- 
centen auf die ideale Oberflächenladung des influencirten Kör- 
pers, solche fest mit letzterem verbunden gedacht, bestimmt. 

Der Zusammenhang der beiden letzten Gleichungen ergiebt 
sich wie folgt. Es sei für die Punkte des magnetisirten Körpers: 

^+^+(1^-0^=''' ^' + ^' + (lä-0^'=^' 

Alsdann ist: 

f^8Vds = /p((c' - c) - ST- (0, - l)su]ds, 
oder, da man: 

fQdTds = frdQds und f QÖUds = f USqds 

hat, und da I Qds verschwindet : 

woraus sich, da auch 1 ögds verschwindet, ergiebt: 

r^öYds = fvÖQds. 

Bevor wir die im Obigen entwickelte Theorie der magne- 
tischen Induction in isotropen festen Körpern auf eine Reihe 
specieller Fälle anwenden, wollen wir noch einer bemerkend 
werthen Form der Bedingungsgleichung für das magnetische 
Gleichgewicht, sowie auch eines bemerkenswerthen Ausdrucke i 
für die Dichtigkeit der idealen Oberflächenladung gedenken J 
Beide sind namentlich für die Vergleichung der magnetischen 
und elektrischen Induction von Interesse. 

d,. 



Wie bisher durch 



dn 



eine Differentiation nach der aus- 



wärts gerichteten Normale der Oberfläche des magnetisirten 

Körpers bezeichnet wurde, so möge femer auch durch ji 

eine solche nach der einwärts gerichteten Normale angedeutet 
werden. Man hat alsdann nach einem bekannten Satze: 
_ 4;,. _ ^ 4- ^ _ ä(r-^T) dJV±T) 



dn ' dvl 



dn 



dn' 
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s ergiebt sich hieraus mit Rücksicht auf die Bedmgungsglel- 
lUDg für das magnetische Gleichgewicht: 

i femer 

^ ~ «2 • d„ — a» ' dn' ' 

folgt, wenn noch statt der Constante a die Constante x ein- 
rührt wird, für die Punkte der Oberfläche: 

^^ "") dn + drJ - ^' 
dem ersten Qliede dieser Gleichung bezieht sich aber T auf 
nkte ausserhalb, in dem zweiten auf Funkte innerhalb des 
iuencirten Körpers. 

Aus den oben für q aufgeführten Ausdrücken endlich findet 
kn sofort: 

dn 
Es möge noch hier die Bemerkung Platz finden, dass der 
sammenhang zwischen der von uns durch x bezeichneten 
instante und der von Poisson, dem Begründer der Induc- 
»nstheorie, in den folgends citirten Abhandlungen durch h 
zeichneten Grösse sich, wie folgt, darstellt: 

3Ä , X 



1 + 2Ä' 3 — 2x 

itteratnr. Poisson. Memoire 1 et 2 sur la theorie du magnetisme. 

Memoires de Facademie des sciences. Annces 1821 et 1822. 
W. Thomson. On the mathematical theory of electricity in equilibrium. 

Philos. Magaz. 4. Ser. Vol. VIU. 
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2. Magnetisohe Induction in einer KugeL 



a. Induction in einer Vollkugel. 

Wenn eine Kugel der Wirkung eines ausserhalb dersel 
gelegenen Inducenten ausgesetzt wird, so lässt sich das Poi 
tial des letzteren, welches durch V bezeichnet werden m 
nach steigenden positiven ganzen Potenzen von t : R entwick 
unter t die Entfernung vom Mittelpunkte, unter R den Bax 
der Kugel verstanden, und ein Gleiches gilt auch für das 
Bestimmung des magnetischen Zustandes dienende Potential 
denn, wie aus der allgemeinen Theorie erhellt, verschwindet 
Ausdruck z/^ £/ in der ganzen Ausdehnung der Kugel. 1 
können also setzen: 

WO die Coefficienten P« und Qn Functionen der gewöhnlicl 
Polar-Coordinaten-Winkel (p und sind. Um nun die 
ficienten Q mittelst der Gleichung (4.) zu bestimmen, haben ^ 
vor allem das in dieser Gleichung auftretende Integral zul 
den. Man hat aber für die Entfernung r eines im Innern 
Kugel gelegenen Punktes von einem Punkte der Oberfläch« 

r - R ^^"U/' 

wo die Coefficienten pn ii^it denen der Entwicklung ^ 
(1 — 2tcosö -{- ^2)-Vs zusammenfallen, unter d den Winkel i 
standen , welchen die nach den Endpunkten von r gezogenen L 
strahlen miteinander bilden. Hiernach hat man, da die Diffei 
tiation nach der auswärts gerechneten Normale mit der Diffei 
tiation nach t zusammenfällt, für das fragliche Integral: 

/ dU r^ 
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Zu Folge eines Theoremes aus der Lehre von den Kugelfunctionen 
:ann man hierfür schreiben (s. Elektrost IV. 2. a.): 

dU 




!^^' = ^^52FT^ 



dt 

!s werde jetzt die letzte Entwicklung sowie die für V und U in 
ie Gleichung (4.) eingesetzt. Alsdann müssen, da letztere für 
den Punkt der Kugel gilt, die einzelnen Coefficienten der Po- 
tnzen von i verschwinden und zwar für jeden Werth von (p und ö. 
■e ist mithin für jeden von Null verschiedenen Index: 

_ (3-2x)(2n + l) p. 

^" ~ 3{wx + (2n + 1)(1 — X)} ■^"' 

lllglich hat man, wenn von der willkürlichen Conf>tante abgesehen 



\ 



_ 3-> 2x -^ 2n+ 1 p {l\ 

3 ^ 2n + 1 — (n-h l)x^"Vi2; 



ierselbe Weg, welcher oben bei Berechnung des in der Glci- 
Limg (4.) auftretenden Integrales eingeschlagen wurde, führt hier 
ich zur Entwicklung des Potentiales T, nur hat man hier zu 
tzen: 

00 



1 1 ^ /R\' 



bn findet so: 

^ OD 



1 2n + 1 — (n + l)x \t) 
obigen allgemeinen Formeln mögen jetzt auf einige bestimmte 
en über das inducirende Potential angewandt werden. 




Yerhalten einer Kugel im homogenen magnetischen Felde, 

Machen wir die Annahme: 

V =z Ktcos(p^ 
werden die Kraftlinien des inducirenden Potentiales gerade und 
DJenigen Radius der Kugel, von dem an die Winkel q> gerechnet 
L, parallel; die vertheilende Kraft, auf die positive Einheit 
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des magnetischen Fluidums wirkend gedacht, hat die Grrösse K 
In der Entwicklung von V hat man: 

Po = 0, Pi = K Bcos(p, P2 = 0, P3 = u. s. w. 
Hieraus folgt: 

so dass also das einzelne Element denselben magnetischen Zustand 
erlangt, wie wenn es bloss für sich dem Inducenten ausgesetii 
wäre und eine gegenseitige Einwirkung der Molecüle nicht statt 
fände. Der Inductionsprocess ist also hier schon mit dem erst« 
Acte zu Ende. 

Man erhält femer für das äussere Potential der inducirten 
Kugel : 

rp X KB^costp 

~ 3 — 2x' P 

Für die Dichtigkeit der idealen magnetischen Ladimg, wek 
über die Oberfläche ausgebreitet denselben Effect nach aus« 
hin, wie die ganze Kugel, hat, kommt endlich: 

Das Potential T lässt ersehen, dass sich die Kugel nach ai 
hin wie eine verschwindend kleine magnetische Nadel verhält, 
im Mittelpunkte liegt, deren Axe den Kraftlinien parallel ist 
deren Moment den Werth 



3 — 2x 

hat. Die Nadel kehrt nach der Seite, nach welcher das Potent 
V an Grösse zunimmt, ihren Südpol oder ihren Nordpol, je 

dem der Coefficient -^ ^ — positiv oder negativ ist Bei deft|= 

jenigen Körpern aber, die wir hier betrachten, ist jener Coeffidi 
positiv. Es leuchtet nämlich ein, dass die Wirkimg der Ku 
nach aussen hin stets durch die eines Systemes von gleich gros 
sphärischen Molecülen ersetzt werden kann, welche die mag» 
tischen Flüssigkeiten vollkommen leiten und in dem Volumen i 
Kugel so vertheilt sind, dass weder eine Stelle noch eine Richtung: 
vor einer anderen Stelle oder Richtung den Vorzug hat D«> 
Potential des in dem einzelnen Molecüle dieses Systems du«i 



einem isotropen Körper. 173 

as inducirende Potential hervorgerufenen Magnetismus ist aber 
I. Elektrostatik IV. 2. b.): 

3nn a das Volumen des Molecüles, r die Entfernung von dem- 
Iben und d den Winkel zwischen r und der Kichtung der Kraft 
bedeutet. Für das Potential des inducirten Elementes hat man 
jo, wenn n die Anzahl der in der Volumeneinheit enthaltenen 
olecüle bedeutet: 

3na KcosS j^ 
TZ ZT'^^'^ 

Iglich ist das Potential des ganzen Systemes: 

SnaK r^osd -j KE^cosq> 



4:7C J 



dk z=z — na . 



le Grösse na ist ihrer Bedeutimg nach positiv und liegt zwischen 

und 1 ; dasselbe gilt von der gleichen Grööse -^r ^ — Aus 

izterem Eesultate folgt ferner, dass auch x bei den bisher be- 
ichteten Körpern positiv ist und zwischen und 1 liegt. Wenn 
gleich wird, so verschwindet jegliche Induction und wenn 
gleich Eins wird, so ist die ideale magnetische Oberflächen- 
dung der elektrischen Ladung gleich, welche an der Oberfläche 
8 Körpers, diese als leitend betrachtet, aufträte, wenn das indu- 
rende Potential von elektrischen Massen herrührte. 

Aus dem Potentiale T findet man unter anderen leicht für die 
raft K\ womit die magnetisirte Kugel auf einen Nordpol im 
unkte (^, 9>) mit dem Quantum Eins einwirkt, und für den 
Kinkel iy, welchen jene Kraft mit der Verbindimgslinie des Poles 
id des Mittelpunktes der Kugel bildet: 

^, A Yi -\- 3 cos 0)2 2 cos q> 

K' = jz ^--, cosri = 



t^ ' ' V\-\-'dcosq>^' 

> zu setzen ist: 

^— 3 — 2x* 
ir die Componenten jener Krafl nach der Richtung vom Süd- 
1 zum Nordpol der Kugel und nach der auf der magnetischen 
se senkrechten Richtung ergiebt sich bezüglich: 
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A . und A . '^^- 

Hiernach ist es ferner leicht, die Wirkung der Kugel auf eine 
Magnetnadel von verschwindend kleiner Länge zu ermitteln. 

lieber das Verhalten einer Kugel im homogenen magnetischeH 
Felde hat Bar low experimentelle Untersuchungen angestellt 
in seinem Essay on magnetic attractions, 1823, veröfFentlicl 
(Memoire 1. et 2. sur la theorie du magnetisme, par Poiss( 
Memoires de Tacad^mie des sciences. Annees 1821 et 18i 
Derselbe bestimmte die Wirkung, welche eine aus Eisen ve>] 
fertigte Kugel in Folge des in ihr durch die Erde inducirteaj 
Magnetismus auf die horizontale Nadel einer Boussole bei vei 
schiedenen Lagen der letzteren ausübte. Die Ablenkungen, wel( 
Barlow bei grösseren Distanzen zwischen der Kugel und d^ 
Boussole beobachtete, sind nach Poisson stets grösser als die 
lenkimgen, welche man mittelst des oben für T aufgestellten Ai 
druckes berechnet, indem man die Länge der Nadel als vc 
schwindend klein annimmt, von dem durch die Nadel erzei 
Magnetismus absieht, und die Constante x — aus später 
gebenden Gründen — annähernd gleich Eins setzt Die DifFei 
beträgt mitunter einen Grad und einige Minuten. Nichts dest 
weniger muss die Uebereinstimmung , welche sich im allgemeii 
Verlaufe der beobachteten und berechneten Ablenkungen offenl 
als eine Bestätigung der Theorie angesehen werden. 



ß) Magnetisirung einer Kugel durch einen einzelnen P< 
Wechselwirkung zwischen einer Kugel und einer yerschwl 

dend kleinen Magnetnadel. 

Die Polar-Coordinaten eines Poles, welcher das QuanU^i, 
Q magnetischen Fluidums enthält, seien t', 9', 0'. Für das P( 
teutial desselben hat man alsdann: 

Vt^-2tt'cosd-\-t''~ li ^^"V<7 \eJ 

Hieraus ergiebt sich dem Vorhergehenden zufolge für das Poten«] 
tial des in der Kugel inducirten Magnetismus: 



V = 



T = 



R 



^ M fRy + » /B 

^ 2« + 1 — («4- l)x ^"V<V V* 



/i2V + VBY+* 
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Für die Kraft, womit der Pol von der Kugel angezogen wird 
md umgekehrt, findet man, indem man bei der Berechnung der 
Einfachheit wegen q)' = und Ö' = setzt, den Werth 

xQ^ -yi n(n+l) /■RV^ + ^ 



R^ 



» -^ n(n + l) {B\ 

" ^ 2n+ 1 — (n+ l)x \^; 



ie hier tiuftretende Summe läset sich wie folgt in geschlossener 
5rm darstellen, wenn noch der Quotient -j durch s bezeichnet 

V 

Ird: 

Mi 1 — X 



1 


(3_x)s5-s' l-xi^Z-a;»-« 


(2 - X)« 


(1 s«)» 2 x^ J 1 x^^ 

\ 


jtzt man x 1, so erhält man für die Anziehung 




q% 2s5 — 57 



jB2 (1 — §2)3 ' 

bfi mit dem Ausdrucke für die Anziehung eines elektrischen 
»les seitens eines sphärischen isolirten Conductors zusammen- 
llt Wenn x sehr klein ist, kann man für die Anziehung setzen : 

x£9 f s« + g^ _ 5^7 1 + S \ 
4^2 1(1 ~ s2)2 2 ^^1 — s ' 

Es ist leicht, aus dem Obigen die Wechselwirkung zwischen 
ler verschwindend kleinen Magnetnadel und einer in ihrem Wir- 
ngskreise befindlichen Kugel zu bestimmen. Offenbar liegen die 
raft;e, wodurch die Wirkimg der influencirten Kugel auf die 
kiel dargestellt wird, in der durch die Axe der Nadel und den 
eh dieser hingehenden Badius bestimmten Ebene. Diese Ebene 
■men wir zur Fundamentalebene des Polar-Coordinaten-Systems. 
kner seien ^, ^/ die Polar-Coordinaten des Mittelpunktes der Na- 
I, A die verschwindend kleine Länge der Nadel, 1^ der in demselben 
ine wie 9 gerechnete Winkel, welchen die Verbindimgslinie des 
d- und Nordpoles mit dem Radius vector ^ bildet, endlich M 
i magnetische Moment der Nadel. Bezeichnen wir dann durch 
(^, g)') das Potential des Magnetismus , welcher in der Kugel 
I dem Quantum Eins erzeugt wird, wenn solches in einem 
[ikte der Fundamentalebene mit den Coordinaten ^, 9' Hegt, 
kommt nach dem Vorhergehenden für das Potential des von 
Nadel inducirten Magnetismus: 
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Z 



M 



Isint 



^ mf XI ^cost , ^ sin il) \ 



\ 



=:M(^^C0S^ + 



dT sint j) 
dw' f 



) 



Die Ausrechnung liefert: 



3; = 



xM 



jB2 

wo zu setzen ist: 



Sc.[(»+.,..o«*-i^«„*](|)-"(|)-, 



a = 



n 



2w + 1 — (n + l)x ' 
und in p«: 

cos 8 = cosq> cos 9' + ^^s 6 sin q) sin 9'. 
Es werde nun die Kraft, womit die influencirte Kugel auf eine 
Pol mit der Masse Eins im Punkte (t, q>) der Fundamentalebei 
einwirkt, zerlegt nach der Richtung des Radius vector t und senk-l 
recht darauf nach der Seite hin, nach welcher die Wachsthüme 
von (p als positiv gerechnet werden. Die so gewonnenen Coi 
ponenten*, welche bezüglich durch X und T bezeichnet werd( 
mögen, sind: 

dZ 



Z = — 



dt 



= ^S^n((n+l)^P,.os,^-(n+l)||rs-V')(frX^" 



Y — — -.— 
t dtp 



JB\« + 2/iJ\«+* 



wo jetzt in p^ für d die Differenz q) — g?' zu setzen ist, da ö=' 
ist. Setzen wir in den letzten Ausdrücken nach Multiplicatic 

mit + — £ürtdieYfeTthef+ — ^ — "^^ ^^^ 9 ^^ ^^^ 

2 C^M ff» • I 

q)' + — -, so erhalten wir die Componenten der Kräfte, welci 
zt 

die Rückwirkung der influencirten Kugel auf die beiden Pole 4 
Magnetnadel darstellen. Dieselbe Wirkung lässt sich aber aoc 
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pstellen durch eine im Mittelpunkte der Kugel angreifende Kraft 
i ein Gegenpaar, das mit jener Kraft in der Fundamentalebene 
rt. Die Kraft zerlegen wir in zwei Componenten X und Y, 
1 denen jene in die Richtung des Radius vector if fällt, diese 
demselben senkrecht steht. Es ist dann, wenn X„, Y„, X^ Y» 
oben erwähnten Componenten der in den Polen angreifenden 
ifte sind: 

= Xu-j-^s — ( X» — 1 ä) — ö7> — • 1 =^ 1 /< -f- 5 , j- ( A;, — A,) — ^-T^ — , 

1 für das Moment des gedachten üegenpaares hat man: 

Für obige Ausdrücke kann man aber schreiben : 
V ^,/r/X , . dX Sinti; ^ sint\ 

6r = My-jT- tfcosiff -f- -j — sinti^' -f- Ycosilf\ 

) t = fy g) = g)' zu setzen ist. 

Die Ausrechnung liefert, wenn man berücksichtigt, dass für 
= 9)' oder ö=0, die Coefficienten pn gleich Eins werden, ihre 
sten Derivationen nach cos d aber in die Reihe der dreieckigen 
khlen 1, 3, 6, 10, 15 etc. übergehen, welche mit den zweiten 
inomial-Coefficienten der um Eins vermehrten Indices zusammen- 
llen: 



jB* 



t' ^(n + l)Hn + '2)Cn(j^ 



cos . ^^__^ ^ 
1 

00 



+ sin t^^ (n + 1). (n + 2) C„ (j) l 

I = -— - stn Tlf cos i* ^ (w + 2)2 ^n( -p- ) 9 

ö = 0. 
►ie Wirkung, welche die Nadel erleidet, lässt sich also durch 
ne einzige im Mittelpunkte der Kugel angreifende Kraft, die Re- 
altante von X und Y, darstellen. Diese Kraft lässt sich aber 
uch ersetzen durch eine parallele und gleich grosse, aber im Mit- 

Beer, Elektrostatik, Maguetismus und Elektrodynamik. 12 
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telpunkte der Nadel angreifende Kraft und ein Gegenpaar, £B| 
dessen absolutes Moment man hat: 

Y .f= -_- sin t cos Tlf 2j (n -{- 2)2 Cn \jj) 

Es strebt aber das Gegenpaar stets die Axe der Nadel auf dem 
kürzesten Wege in den Radius vector f einzustellen. 

Was die Wirkung betrifft, welche die Kugel von Seiten 
Nadel erleidet, so stellt sie sich nach Obigem durch eine ein 
im Mittelpunkte angreifende Kraft mit den Componenten — X 
und — Y dar, indem, wenn die Nadel in feste Verbindung 
der Kugel gesetzt wird, Gleichgewicht herrschen muss. Wenn 
der Einheit gleich wird, so findet man für das an der Nadel 
kende Gegenpaar: 



jB3 



3 s« . si» 



wo s den Quotienten JB:^ bedeutet. Dieser Ausdruck lässt sick 
hier auch directer durch Anwendung der elektrischen Bilder her 
leiten. Für sehr kleine Werthe von x ergiebt sich, indem 
bloss die erste Potenz dieser Grösse berücksichtigt: 



3xJf2 , 





/ (1 ^ g2)4 ds.sintcosilf, 



was leicht a posteriori verificirt werden kann. 



b. Induction in einer Hohlkugel. 

Bei der Induction in einer Hohlkugel wird im AUgemeinei 
sowohl die Potentialfunction U, durch welche der magnetische Zik] 
stand bestimmt wird, und für die in der ganzen Masse der Hohl-' 
kugel der Ausdruck ^^ U verschwindet, als auch das inducirende 
Potential V auf magnetische Quanta zurückzuführen sein, die zum 
Theil ausserhalb der Kugel liegen, zum Theil in deren Höhlung 
eingeschlossen sind, oder, was dasselbe ist, auf magnetische La- 
dungen, die sowohl über die äussere Oberfläche, als auch über 
die der Höhlimg ausgebreitet sind. Aus diesem Grunde setzen 
wir für die in der Masse der Hohlkugel gelegenen Punkte, indem 
wir den Radius der äusseren Grenzfläche durch R, den der inne- 
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durch ü^ und die Entfernung vom Mittelpunkte durch t be- 



^hnen: 

OD . .. ^ OD 



r=SP.(|)'+Si'.(f) 



R\n + l 



^ ' 

00 , , . _ 00 



■R'y+i 



• die Coefficienten P und Q Functionen der gewöhnlichen Polar- 
»ordinaten tp und sind. Wir substituiren obige Entwicklungen 

die Bedingungsgleichung für das magnetische Gleichgewicht ' 
id finden mittelst einer Rechnung, die der bei der Vollkugel an- 
wandten ganz analog ist, für jeden von verschiedenen Index: 
^+l)x-(2n + l)](2, + (n + l)x(?«+i<2'„ 

+ i(2n + l)(3-2x)P, = 0, 

>«?"e»+[w«-(2n+l)](?'n + |(2n + l)(3-2x)P',=0, 

der Buchstabe q für den Quotienten JB';JB gesetzt ist. Was 
)er den Index betrifft, so gilt für denselben nur die zweite 
rieichung, während in der ersten rechts statt der Null eine will- 
iirliche Constante zu setzen ist. Sehen wir indess von der in U 
iifkretenden willkürUchen Constante ab, wodurch offenbar in der 
•estimmung des magnetischen Zustandes und des Potentiales des 
iducirten Magnetismus nichts geändert wird, so können wir die 
eiden letzten Gleichungen auch für den Index gelten lassen. 

Schliesslich hat man die beiden Gleichungen nach Qn und Qf^ 
iifzulösen und die Lösungen in den Ausdruck für U einzusetzen. 

Das Potential der influencirten Hohlkugel^ in dem ausserhalb 
erselben gelegenen ßaume ist: 



3x 



3 — 2x 



^ 2n + l \tj 



■* ng"<g„-(n+l)^, /EV + i 




2n+l 
md für die Punkte der Höhlung findet man hiernach: 



3 — 2x 



^ 2» + l \BJ 



- f' 2^r+i [Bf) i 



12 
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Die gefundenen allgemeinen Formeln sollen jetzt auf einige 
einfache besondere Fälle angewandt werden. 

«) Verhalten einer Hohlkugel im homogenen magnetischen 

Felde. 

Das Potential in einem homogenen magnetischen Felde hat 

bei gehöriger Wahl der Fundamentallinie oder Axe des Polar- 

coordinatensystemes die Form: 

V = Kt cos <3P. 

In der oben angewandten allgemeinen Form des inducirenden Po- 

tentiales verschwindet also die zweite Summe und in der ersten 

Summe ist: 

Po = 0, Pi = KR cos 9, P2 = 0, P3 = etc. 

Hieraus schliessen wir im Hinblick auf die zur Bestimmung voni 

Qn und Q/ dienenden Gleichungen, dass diese Coefficienten für j 

jeden von Eins verschiedenen Index verschwinden; für n = l aber 

findet man: 

_ (3-x)(3-2x) 

^' ~ 9 (1 — X) -t- 2 x2 (1 — q^) " 

(V — x(3 — 2x)q 

^^ ~ 9 (1 — x) -[- 2x2 (1 — gs) -^1- 

Mittelst dieser Werthe wird das Potential des inducirten Magne- 
tismus im äusseren Räume: 

„_ _ X (3 — x) (1 — q^) KR^ cos q> 

9 (1 — x) -f- 2 X« (1 — 3") ■ «« 
und das in der Höhlimg herrschende Potential ist: 

T 2 X« (1 — q») 

T=- 9(i_^) + 2xMl-g3) ^t'^OSfp. 

Die letzte Function setzt sich mit dem inducirenden Potential zu- 
sammen zu dem Gesammtpotentiale : 



9a^-x)____ 



9 (1 — x) + 2 x2 (1 — g3) 

woraus wir ersehen, dass in dem von der Kugelschale umschlösse- : 

nen Räume die Wirkung des inducirten Magnetismus lediglich darin 

besteht, dass er das inducirende Potential in dem Verhältnisse von 

Eins zu 

9 (1 — x) 

9(1 - x) -f 2x2(1 — q^) 
schwächt. 
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Daß für den äusseren Kaum geltende Potential der magne- 
isirten Kugel unterscheidet sich nur durch seinen constanten Coef- 
denten von dem einer vollen Kugel, die dieselbe Oberfläche wie 
ie Hohlkugel hat Für das Verhältniss beider Potentiale, 
Iso auch für das der Wirkungen, welche die Hohl- und Vollkugel 
ach aussen hin zeigen, finden wir: 

' 2x2 



1 _^ 9(1 ~ X) 



2x2(1 — q^) 

eher die magnetische Wirkung eiserner Hohlkugeln, die durch 
5n Erdmagnetismus influencirt sind, hat Barlow a. a. O. Beob- 
htungen mitgetheilt Er fand unter anderem, dass die Wir- 
ing einer Hohlkugel von 5 Zoll Radius und i/yo Zoll Dicke un- 
fähr zwei Drittel der Wirkung einer gleichgrossen Vollkugel 
ismacht. Hiemach berechnet eich mittelst der letzten Formel die 
ductions-Constante beim Eisen zu 0,9977. Unter Zugrundele- 
mg des letzten Werthes findet man für das Verhältniss der 
irkungen einer Hohlkugel und einer gleich grossen Voll- 
igel, wenn jene ^4 von dieser an Masse hat, das heisst für 
— q^=^l^, den Werth 0,9966. Hiermit in Uebereinstimmung 
jht, dass Barlow bei einer Hohl- imd einer Vollkugel aus Eisen 
n 5 Zoll Kadius keinen Unterschied in der Wirkung entdecken 
nnte, als ihre Gewichte in dem angegebenen Verhältnisse zu 
lander standen. 

Magnetisirung einer Hohlkugel durch eine in ihrem Mittel- 
punkte befindliche verschwindend kleine Magnetnadel. 

In dem Mittelpunkte einer Hohlkugel liege eine verschwin- 
md kleine Magnetnadel mit dem magnetischen Momente Jf. Neh- 
len wir nun die Axe der Nadel zur Fundamentallinie des Polar- 
'Oordinaten-Systems imd behalten die früheren Bezeichnungen 
eij 80 schreibt sich das Potential der Nadel : 

j^ Mcos q) 

^m den durch die Nadel hervorgerufenen magnetischen Zustand 
er Kugelschale zu bestimmen, setzen wir also in den allgemeinen 
^ormeln die Coefßcienten P„ gleich Null, femer: 
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Po' = 0, P/ = ^f^, Pa' = 0, P/ = etc. 

Hiernach findet man, dass von den Coefficienteu Q„ und Q„' alle 
ausser Qi und Q'i verschwinden. Für letztere aber ergiebt sich; 

n 2x(3 — 2x)g» p, 

"^^ ~ 9(1 — x) + 2x»(l — g3) * ' 

O > (3 - 2x)' p , 

'^^ — 9 (1 — x) + 2x2(1 — g») • ■ 

Mittelst dieser Werthe erhält man für den ausserhalb der Kugel- 
schale gelegenen Baum das Potential: 

9(1 — x) + 2x2(1 — gs) '^' 
und für die Punkte der Höhlung findet man: 

^_ 2x(3 — 2x)(l — g3) Mt cos (p 

g3{9(l _x) -|- 2X3(1 —g3)} • JJ8 

Aus dem vorletzten Ausdrucke ersehen wir, dass die Wirkung der 
in der Ilohlkugel eingeschlossenen Nadel nach aussen hin in dem-' 
selben Verhältnisse geschwächt wird, wie die Wirkung eines ho- 
mogenen Feldes für den von der Schale umschlossenen Baum. 



3. Magnetisclie Induotion in einer seitlich unbegrenzten 

plan-planen Platte. 



In den vorhergegangenen Problemen wurde die magnetische 
Erregung auf rein analytischem Wege durch Auflösung der Bc- 
dingungsgleichungen für das magnetische Gleichgewicht geftin- 
den. In dem Probleme, welches wir uns jetzt vorlegen wollen, 
möge dieselbe durch unmittelbare Ableitung der Hülfsfunctionen 
bestimmt werden, welche wir in den allgemeinen Betrachtungen 
über die Induction durch V^^^ bezeichneten, ein Weg, welchen 
W. Thomson zuerst einschlug. 

Eine plan-plane Platte von endlicher Dicke und unendlichen 
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erdimenfiionen sei der Wirkung eines Poles P mit dem Poten- 
B V ausgesetzt Wir haben alsdann, wenn wir die frühere Be- 
ihnungsweise beibehalten, für sämmtliche Punkte der Platte: 

dV 



/ a y 
r 



« 

das Integral, welches sich über die Elemente beider Grenz- 
ten erstreckt, können wir setzen: 

dV /-* dV 




ias erste Integral über die dem Pole zunächst gelegene Grenz- 
te, das zweite Integral über die andere Grenzfläche sich er- 
;kt, und durch Wi und n^ die auswärts gekehrten Normalen 
r Flächen bezeichnet sind. Wenn wir aber durch F^ das Po- 
al eines Punktes P^ bezeichnen, welcher in Bezug auf die von 
^gekehrte Grenzfläche das Spiegelbild des inducirenden Poles 
md dieselbe magnetische Quantität wie dieser enthält, so ist 
jeden Punkt der Platte: 

r dV r^ dV 

e Beziehungen ergeben sich leicht unmittelbar, sowie aus den 
ler Elektrostatik aufgestellten Sätzen über die von einem 
kte ausgehende elektrische Induction auf einer abgeleiteten 
elfläche, indem man den Badius derselben über alle Grrenzen 
as wachsen lässt, wodurch jene in eine Ebene übergeht. 
Die Substitution der letzten Ausdrücke liefert: 

F' = |(F+FO. 
ch dasselbe Verfahren, wodurch V aus V abgeleitet wurde, 
m sich der Reihe nach femer F", F"' u. s. w. finden. Be- 
bnen wir durch F^^ das Potential eines Poles P", der das Spie- 
>ild von P^ in Bezug auf die dem Pole P zugekehrte Grenz- 
lie ist und der dieselbe Quantität wie letzterer hat, so kommt: 

^er hat man, wenn V^" das Potential eines Punktes P^^ be- 



'" = ^(F+3F/ + 3F//+ V"0^ i 
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deutet, der das Spiegelbild von P^^ in Bezug auf die von P abge- 
kehrte Grenzfläche ist, und wiederum dasselbe magnetische Quan- 
tum wie P enthält: 

u. s. f. 

Die Pole P, P^, P^^, P^^^ u. s. f., deren Potentiale in den oben , 
gewonnenen Ausdrücken auftreten, liegen in einer auf der Platte • 
senkrechten geraden Linie und zwar befinden sich die Pole P, 
P^^ u. 8. f. mit geradem Index auf der einen, die Pole P^, P^' 
u. s. f. mit ungeradem Index auf der andern Seite der Platte. So- 
wohl jene , wie auch diese sind gleichweit, nämUch um die doppelte 
Dicke der Platte, von einander entfernt. 

Aus den für die Functionen F^*'^ gefundenen Ausdrücken las- 
sen sich jetzt ohne Schwierigkeit mittelst der allgemeinen Formeln 
die Grössen Z7, q, T finden. Man findet insbesondere: 

V=2^ ^-=^(m F + m2 F^ + m3 F^^ H ), 

WO zu setzen ist: 

X 



m 



X 



Was ferner das Potential des inducirten Magnetismus betrifft, so be 
merke man, dass für den Raum, in welchem die Pole mit geradem • 
Index liegen, bekannten Sätzen der Elektrostatik zufolge, ist: 
dV ndV^ 




^ds^2n{V,-Vnr). / -^ds = 0, 



dV^J 



f 



^^ds = 27t(Vjjr—Vv) 




etc. 
wo durch F/, F///--- die Potentiale von Polen P/, P///--- be- 
zeichnet sind, welche die Spiegelbilder von P, P^^... in Bezug 
auf die nächst gelegene Grenzfläche sind und dasselbe magne- 
tische Quantum wie P enthalten. Es fällt übrigens der Pol 
P/// mit dem Pole P^, P v mit P"^ u. s. f. zusammen, so dass auch 1 
Vju und F^, Vv und F^^^ u. s. f. einander gleich sind. 
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Für den gedachten Raum erhält man nun mit Rücksicht 
if die erwähnten Beziehungen: 

8 ist femer für den Raum, in welchem die Pole mit ungera- 
em Index liegen: 

dV r^ dV^ 







dV" 

I 

etc. 
iemach kommt: 

T=— [m^{V— V^^)-\-m^{V" — V'^ -^ )• 

an findet endlich noch für das in dem letztgedaehten Räume 
rrschende Oesammtpotential : 

(1 _ m'^){V'{- m^ V" + m* F^^ + > 

Wenn die vom Pole abgekehrte Grenzfläche der Platte ins 
lendliche rückt, so geht letztere in eine nach drei Dimen- 
men unendliche, einseitig durch eine Ebene begrenzte Masse 
er. Alsdann kommt: 

ir 2 3-2X 

^ — 3 2 - X '^' 
dass die magnetischen Axen aller Elemente in die Kraft- 
ien des inducirenden Poles fallen. Femer wird: 

id hieraus ergiebt sich für die Anziehung, welche der Pol Sei- 
ns des inducirten Magnetismus erleidet, wenn Q das im Pole 
ncentrirte magnetische Quantum, d seine Entfernung von der 
renzfläche bedeutet: 

2 — X* 4d2 ' 

>ie im Obigen gewonnenen Resultate lassen sich leicht auf den 
Ugemeinen Fall ausdehnen, wo die Induction der Platte durch 
'inen beliebigen permanenten Magneten bewirkt wird, indem 
'in solcher als ein Complex von unendlich vielen Polen mit un« 
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endlich kleinen magnetischen Quantitäten angesehen werden darf 
und die von den einzelnen Polen in der Platte hervorgerufenen 
magnetischen Ladungen sich über einander lagern. An die Stelle 
der einzelnen Pole, die im abgehandelten Falle auftraten, kom- 
men hier ganze Magnete. Dem Pole P entspricht der indu- 
cirende Magnet, der Reibe P", P^^ etc. entspricht eine Beihe 
fictiver, auf derselben Seite der Platte liegender Magnete, die 
dem erst erwähnten gleich sind und die eine solche Lage gegen 
jenen und die Platte einnehmen, dass alle homologen Punkte 
in je einer geraden, auf der Platte senkrechten Linie liegen, 
imd je zwei auf einander folgende homologe Punkte um die 
doppelte Dicke der Platte von einander entfernt sind. Dasselbe 
gegenseitige Verhältniss findet für die Reihe fictiver Magnete 
statt, die an Stelle der Pole P/, P/y/, Pv eta auftreten, aber 
der erste von diesen Magneten ist in Bezug auf die dem indu- 
cirenden Magneten zunächst gelegene Grenzfläche mit letzterem 
symmetrisch gebaut und gelegen, so dass also jene Magnete 
zwar imter einander, aber im Allgemeinen nicht mit dem In- 
ducenten congruent sind. 



4. Verbalten eines Ellipsoides im homogenen 

magnetisclien Felde. 



Um die magnetische Erregung eines Ellipsoides in einem 
homogenen magnetischen Felde zu bestimmen, betrachten wir 
zuerst den Fall, wo die Kraftlinien mit einer Axe parallel sinA 
In Bezug auf die Axen des Ellipsoides als Coordinaten-Axen 
sei also das inducirende Potential etwa: 

Unter Beibehaltung der früher gebrauchten Bezeichnungs- 
weise haben wir alsdann, wenn die Coordinaten der Elemente 
d$ der Oberfläche durch Accente bezeichnet werden; 
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; . r, "(7), , r <7), 

43r^ an 4jr^ aw 

Dsist aber: 

x' = X -{- rcos 9, 
(renn ir zu dem Punkte gehört, auf den sich die Function V 
bezieht, und wenn <p den Winkel bedeutet, welchen die Ver- 
indungslinie r des gedachten Punktes und des Flächenelemen- 
^ ds mit der x-Axe bildet. Ferner bemerken wir, dass, wenn 
as Element ds auf eine Kugel projicirt wird, die um den er- 
ahnten Punkt — das Centrum der r — mit dem Radius 1 
schrieben ist, und dö die Projeetion darstellt: 

V^/ 7 dn j j 

j ds = 7-ds = — dö 

dn r^ 

Wir haben hiernach: 

F' = — J (x-\- rcos(p) dö z=: X -{- — I rcosfpdö. 

s hier auftretende Integral stellt die nach der x-Axe ge- 
btete Componente der Anziehimg dar, welche die Masse Eins 
dem Punkte, auf den sich F' bezieht, erlitte, wenn das Ellip- 
i mit Masse von der Dichtigkeit Eins erfüllt und die Attrac- 
Qs-Constante gleich Eins wäre. Für dieselbe Componente 
in man bekanntlich setzen: 

Ä 

— X , 

a 

Ml a die Hälfte der in die iP-Axe fallenden Axe des Ellip- 
des und A die Anziehung bedeutet, welche die Masseneinheit 
fcer den oben erwähnten Verhältnissen in einem Scheitel je- 
p Axe erleidet. Es ist also: 

F' = (l ^-^)V, 
\ 4jray 

d hieraus schliessen wir, dass allgemein zu setzen ist: 

V(^) = (l — -^Yf. 

Lt Hülfe der allgemeinen Formeln kann jetzt leicht das mag- 
tische Verhalten des Ellipsoides bestimmt werden. Ins Be* 
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sondere findet man für die Dichtigkeit der idealen magnetischen 
Oberflächenladung : 



Q 



1 <. 



+ 1 



dV^""^ cosa 



4:7C ^ dn A J- l^Ü-ZLii' 



wo n den Winkel bedeutet, den die Normale des Ellipsoidefl 
mit der x-Axe bildet. 

Vergleichen wir den letzt gefundenen Ausdruck mit dem 
für die elektrische Dichtigkeit der Ladung, welche von dem Po- 
tentiale F, wenn es ein elektrisches wäre, auf dem leitend ge- 
dachten Ellipsoide hervorgerufen würde, so bemerken wir, dass 
er sich von letzterem nur durch das Auftreten des Gliedes 

^^ unterscheidet. Deshalb lassen sich die fiir die Elek- 

trisirung eines EUipsoides durch eine constante Kraft in der 
Elektrostatik gewonnenen Resultate leicht auf die magnetische 
Induction übertragen. Wir gelangen auf diese Weise zu fol- 
genden Beziehungen. 

Ein Ellipsoid E mit den Halbaxen a, &, c sei der Wirkung 
einer vertheilenden magnetischen Kraft K ausgesetzt, welche 
mit den Axen des Ellipsoides bezüglich die Winkel A, ft, v bilde. 
Die magnetischen Verhältnisse des Ellipsoides lassen sich dann 
in einfacher Weise mittelst eines Hülfsellipsoides 6 darstellen, 
dessen Axen 2 31 , 2 53, 2 (5 mit denen des ersten der Richtung 
nach zusammenfallen und sich wie folgt bestimmen ; 

^, = £i ^^(^ - ^) 582 = ^ I ifL(LzzJL) 

hier bedeuten aber A^B^G die Anziehungen, welche die Massen- 
einheit in den Scheiteln des ersten Ellipsoides erleiden würde, 
wenn die Dichtigkeit desselben, wie auch die Attractions-Con- 
stante, gleich Eins wäre. Nehmen wir an, es sei: 

a > 6 > c, 
so wird, wenn x zwischen und 1 liegt, wie solches beim 
Eisen und den in magnetischer Hinsicht ähnlichen Körpern der 

Fall ist: 

81 <?3<(5j 
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die mittleren Axen der Ellipsoide E und @ fallen also zusam- 
men, die grösste und kleinste Axe des Ellipsoides 6 aber fallt 
bezüglich in die kleinste und grösste Axe des Ellipsoides E» 

In dem Hiilfsellipsoide werde der Radius q mit der Kraft K 
)arallel gezogen, in dessen Endpunkt eine Tangential -Ebene 
;el^ und auf diese aus dem Alittelpunkte ein Perpendikel }) 
lerabgelassen. In der Richtung dieses Perpendikels nach der 
leite hin, nach welcher ein Nordpol von der Kraft K getrie- 
en wird, verschiebe man das EUipsoid E ohne es zu drehen 
1 eine neue Lage J?', so dass seine einzelnen Punkte die Strecke 

eK 

pq 

äschreiben, unter s eine verschwindend kleine Grösse gedacht, 
as EUipsoid E' werde mit nördlichem Fluidum von der Dichte 

gefüllt und n^it ebenso dichtem, aber südlichem Fluidum das 

llipsoid E, Die beiden so gefüllten Ellipsoide E und E' sind 
sdann der idealen Oberflächenladung des magnetisirten EUip- 
ides äquivalent, für welche man hat: 

ör das magnetische Moment des Ellipsoides erhält man, wenn 
as Volumen durch E bezeichnet wird: 

pq 

Die Wirkung, welche das EUipsoid von Seiten der Blraft 
E erleidet, stellt sich durch ein Oegenpaar dar, dessen Ebene 
hrch das Perpendikel p und den Radius q bestimmt ist, und 
Jessen Moment gleich ist: 

pq 

Wo i den Winkel zwischen den Linien p und q bedeutet. Seine 
Componenten nach den drei Axen des Ellipsoides haben folgende 
Werthe: 



Q 



ff 
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Der veränderliche Theil des halben Potentiales des gesamm- 
ten m Betracht kommenden Magnetismus in Bezug auf ach 
selbst drückt sich wie folgt aus: 

Wir entnehmen hieraus ohne Weiteres, dass, wenn das E- 
lipsoid ganz frei oder um seinen festen Mittelpunkt herum beweg- 
lich ist, wenn femer an ihm ausser den magnetischen keine oder 
gleiche und parallele Blräfte — etwa Schwerkräfte — wirken, und 
wenn endlich seine Substanz sich in magnetischer Hinsiclt 
ähnlich wie Eisen verhält, nur dann Gleichgewicht stattfindet, 
wenn eine Axe des Ellipsoides in die Richtung der vertheilen- 
den Kraft fallt. Ferner ergiebt sich, dass das Gleichgewicht 
nur dann stabil ist, wenn die grösste Axe des Ellipsoides jene 
Richtung einnimmt. 

Ist das Ellipsoid um einen festen Durchmesser drehbar und 
steht überdies die vertheilende Kraft auf jenem Durchmesser 
senkrecht, so ist das Ellipsoid im Gleichgewicht, so oft die eine 
oder die andere Axe des zur Drehaxe senkrechten Diametral- 
schnittes des HülfseUipsoides mit der vertheUenden Kraft pa* 
rallel läuft. Je nachdem hierbei die kleine oder die grosse Axe 
des genannten Schnittes in die Richtung der Kraft fallt, wirf 
das Gleichgewicht bezüglich stabil oder labil. In dem besonr 
dern Falle endlich, wo die Drehaxe des Ellipsoides auf einöft 
Kreisschnitte der Hülfsfläche senkrecht steht, wird das Gleick' 
gewicht indifferent. 

Mittelst des Ausdruckes für das halbe Potential des Mags£- 
tLsmus in Bezug auf sich selbst wollen wir auch noch die rotar 
torische oder osciUatorische Bewegung bestimmen, welche dtf 
influencirte Ellipsoid annimmt, wenn es um einen festen Durch* 
messer drehbar ist, die vertheilende Kraft auf diesem Durch- 
messer senkrecht steht und wenn dem Ellipsoide eine solche 
anfängliche Winkelgeschwindigkeit mitgetheilt wird, dass man 
annehmen darf, seine Magnetisirung sei zu jeder Zeit diejenige, 
welche sich nach dem Obigen für die augenblickliche Lage er- 
giebt. 

Die kleine Halbaxe in dem zur Rotationsaxe senkrechten 
Diametralschnitte des HülfseUipsoides sei qi , die grosse HÄlh" 
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axe sei g,» Der Winkel zwischen qi und der Richtung der ver- 
theilenden Kraft werde durch tp bezeichnet; er verschwindet, 
wenn das Ellipsoid die Lage des stabilen Oleichgewichtes ein- 
nimmt. Wir erhalten dann erstlich für die Arbeit, welche von 
den beschleunigenden Kräften während des Zeitdifferentiales dt 
geleistet wird: 

Andererseits drückt sich dieselbe Arbeit, wenn die Be- 
cbleunigung aus der Bewegung abgeleitet wird, wie folgt aus, 
nter J das Trägheitsmoment des Ellipsoides in Bezug auf die 
^ehaxe verstanden: 



Da femer: 



1 cosq>'^ , sintp^ 



t, so liefert die Gleichsetzung der beiden für die Arbeit gefun- 
den Ausdrücke und die Integration der resultirenden Gleichung, 

enn noch für die Winkelgeschwindigkeit -^ der Buchstabe 6 

»setzt wird, und wenn öe den Werth dieser Geschwindigkeit 
r die Zeit bedeutet, wo der Radius ^i in die Richtung von 
falle : 

es — ö» = ^ ^^sinq>*. 

Setzen wir: 

JOS 

> erhalten wir durch nochmalige Integration: , 

_ F(c, y) 

«ro F{Cyq)) das elliptische Integral erster Art mit dem Modu- 
,us c und der Amplitude q> bedeutet. 
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Wenn die Bewegung des Ellipsoides eine oscillatorische ist 
und die Ausschläge tp so klein sind, dass sie ihren Sinus gleich- 
gesetzt werden dürfen, so erhält man für die Dauer einer gan- 
zen Oscillation: 

J = 27t 



Ueber das Verhalten eines Ellipsoides aus Eisen im homo- 
genen magnetischen Felde hat Plücker Versuche mitgetheilt 
(On the magnetic induction of crystals. Philos. Transactions 
1 858). Unter Anderem experimentirte derselbe mit einem El- ; 
lipsoide, dessen Dimensionen so gewählt waren, dass bei Zu-j 
grundelegung des Centimeters als Einheit die Quadrate derj 
Halbaxen folgende Werthe hatten: ] 

a2 = 4,b^ = 1,6, c2 = 1. * I 

Als Inducent diente ein hufeisenförmiger Elektromagnet;: 
seine senkrechten Schenkel hatten 10,1 Centimeter Durchmesser ; 
und ihre Axen waren 25,9 Centimeter von einander entfernt 
Bei den zu erwähnenden Versuchen wurde der Mittelpunkt des 
Ellipsoides in die durch die Axen der Schenkel bestimmte Verfr 
calebene gebracht, so dass er ungefähr 100 Centimeter von der 
Mittellinie des Magneten entfernt und 10 Centimeter tiefer ab 
die ebenen Endflächen der beiden Schenkel zu liegen kam, weil 
hier die Kraftlinien des Magneten innerhalb des vom Ellipsoide' 
eingenommenen Raumes als untereinander parallel und zugleiAi' 

■ 

als horizontal angesehen werden durften, wie solches aus deiBj 
Stande einer Magnetnadel ersehen wurde. Die von dem Elet- 
tromagneten ausgehende Wirkung war so stark, dass der Ein* 
fluss des Erdmagnetismus nicht in Betracht kam ; auch von der 
Torsionskraft des Fadens, an welchem das Ellipsoid aufgehängt; 
wurde, sowie von dem Trägheitsmomente der zur Befestigung- 
dienenden Schlingen aus dünnem Kupferdrahte konnte abgese- 
hen werden. • 
Als nun das Ellipsoid so aufgehängt wurde, dass der Beih^ 
nach die grösste, mittlere und kleinste Axe senkrecht zu stehen 
kam und zur Drehaxe wurde, stellte sich jedesmal die grössere 
von den beiden horizontalen Axen in die Richtung der verthei- 
lenden Kraft. Für die Dauer z/^, z/^, z/, der Oscillationen, 



einem isotropen Körper 193 

velcbe das EUipeoid um die Lage des stabilen Gleichgewichtes 
hemm ausführte, wenn bezüglich diegrösste, mittlere und kleinste 
Axe Drehaxe war, fand Flücker aus mehreren Versuchen, 
während welcher die Grösse der inducirenden Kraft sich nur 
wenig änderte, folgende Werthe: 

^« = 13,360, ^6 = 9,407, ^, = 11,411. 
Femer fand Flücker, dass das Gleichgewicht indifferent 
wurde, wenn die Drehaxe mit einem der beiden Durchmesser 
Bosammenfiel, welche, in der Ebene der grössten und kleinsten 
Axe gelegen, mit jener einen Winkel von 30« bilden. 

Um die Uebereinstimmung der mitgetheilten Versuche mit 
ler Theorie zu beurtheilen, bemerken wir, dass nach der allge- 
neinen Formel für die Oscillationsdauer folgende Relationen 
>estehen: 

1 _ G /j^ _ JL\ _L _ ^ fL _ i.\ 



1 G 



(1 '« 1\ 



^o, unter s das specifische Gewicht des Ellipsoides verstanden, 
n setzen ist: 

4 7t'' s 

Man hat femer für den Winkel co, welchen die Normale 
ines Kxeisschnittes der Hülfsfläche mit der grössten Axe des 
iducirten Ellipsoides bildet: 

JL_ J- 
tangfo^ = y j" • 

2(2 "" ^2 

Aus Obigem ergeben sich folgende von der Inductionscon- 
tante x unabhängige Besultate : 

ftg-f-c^ , a^ + h^ _ c^ 4- g^ 

2 ^c («>- 4- c^ 

Bei den mitgetheilten Versuchen war aber: 
!L±£!= 0,01459, £1 + ^' = 0,05650, £1 + 1^ = 0,04301. 

^a ^b ^c 

Beer, Elektrostatik, MagnetiBmus und Elektrodynamik. 13 
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In der That ist, wie die erste Relation es verlangt, die 
Summe des ersten und letzten obiger Werthe von dem mittle- 
ren Werthe nur um einen geringen Theil des letzteren ver- 
schieden. Ferner findet man mittelst der zweiten Formel in 
naber Uebereinstimmung mit der unmittelbaren Beobachtung 
für den Winkel cd den Werth 30» 13'. 

Wie früher bemerkt wurde, kommt die Inductionsconstante , 
X beim Eisen der Einheit sehr nahe, und desshalb wird man \ 
näherungsweise für die Ausdrücke 21^, 53^, & die Quotientei 

— , tj — setzen können. Letztere lassen sich mittelst der ellip- 
a b c ^ 

tischen Functionen berechnen. Man setze nämlich: 

«2 — 63 J2 _ ^2 

a'i — c2 ' a« — c2 

und bestimme den zwischen und — gelegenen Bogen g?, fiir 

welchen : 

c 

C08W = 

a 
Ferner setze man: 



m2 
1 



m^n^ 



Tj,. V m^ stn q) COS w \ 1 ^, v 



Z = — {z/(m, 9?) tangq) — E(m, 9)}. 
Alsdann ist: 

— = HX, ^ = HY, — = HZ, 

a ' c 

wenn noch gesetzt wird: 

^Ttabc „ 

(a^ - c^y/. — ^• 

Für das in den besprochenen Versuchen angewandte EllilH 
soid findet man: 

X = 0,4017, Y = 0,7174, Z = 0,9349 , 
und hiernach kommt: 

-^j- _ 0,3243 . -^, —^^ = 1,4198 • ^, 
a2 + 62 Q 

-^= 1.0955. |. 
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Seist man für die hier linker Hand stehenden Ausdrücke 
die Werthe, welche die Beobachtung lieferte, so findet man 
wirklich für die Grösse H: G folgende einander nahe kommende 
Werthe: 

22,2 , 25,1 , 25,5. 
Was den im Obigen durch o bezeichneten Winkel betrifft, 
m nimmt derselbe für x = 1 den Werth 28® 33' an , während 
erfur x=0 gleich 39<>41',5 wird. In der That schliessen diese 
Grenzwerthe den beobachteten Winkel ein und liegt derselbe, 
^e zu erwarten war, nahe an der ersten Grenze. 

Litieratur. Neumann. Entwicklung der in elliptischen Coordinaten 
aosgedrnckten reciproken Entfernung zweier Punkte in Reihen, welche 
nach den Laplace 'sehen Y^'*^ fortschreiten; und Anwendung dieser 
Reihen zur Bestimmung des magnetischen Zustandes eines Rotations- 
Ellipsoides, welcher durch vertheilende Kräfte erregt ist Grelle 's 
Journal for reine und angewandte Mathematik. Band XXXVII. 



Vertheilung des Magnetismus in einem Kreisoylinder 
it gerade angesetzten Endflächen durch eine mit der 

Axe parallele Kraft. 



Der magnetische Zustand, welcher in einem cylindrischen Stabe 
mt gerade angesetzten Endflächen durch eine mit der Längsrich- 
nng des Stabes parallele Kraft hervorgerufen wird, lässt sich 
tets auf zwei einfachere Zustände zurückführen, nämlich auf eine 
;ldchf örmige Magnetisirung, wobei in jedem kleinsten Theilchen 
lie magnetische Axe mit der vertheilenden Kraft parallel ist, und 
lenjenigen Zustand, welcher durch eine gleichförmige Belegung 
ler Endflächen mit entgegengesetzt gleichen magnetischen Quanta 
irzeugt wird. In der That, es werde die jg^-Axe eines räumlichen 
Coordinatensystemes mit der Längsrichtung des Stabes parallel 
gelegt und für das inducirende Potential gesetzt :. 



i[=_Kg, 



13' 
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so dass K die Grrößse der vertheilenden Kraft wird und letztere 
einen freien Nordpol in der Richtung, nach welcher die negativen 
iff-Coordinaten gerechnet werden, bewegen würde. Wenn wir 
alsdann 

annehmen, so mu&s die Function /, wie die Substitution in die 
Bedingungsgleichung für das magnetische Gleichgewicht ergiebt, 
folgender Gleichung genügen: 

iL 

4: 



A 



wo das erste und zweite Integral bezüglich über die eine und 
andere Endfläche, das dritte dagegen über die ganze Oberfläche 
des Stabes sich erstreckt. Hiernach kann / als diejenige Function 
ü angesehen werden, welche dem inducir. nden Potentiale : 

4jr(3 — 2%)\J 1 J ~) 

entspricht, woraus denn sofort die Richtigkeit der gemachten Be- 
merkung erhellt. 

In dem einfacheren hier zu behandelnden Falle, wo der Que^ ^ 
schnitt des Stabes ein Kreis ist, lässt sich die Function /, welche 
im Allgemeinen drei Veränderliche enthält, leicht auf eine Func- 
tion mit einer Veränderlichen zurückführen. Bezeichnen wir, tud 
dies auszuführen, durch t die Entfernung von der Axe des Stabei 
und legen wir den Anfangspunkt der Coordinaten in die iE 
desselben, so wird / eine Function von t und js allein, und 
kommt : 

•^ t dt ^ dP ^ dz^ 
Da nun dieser Ausdruck in der ganzen Ausdehnimg 
Stabes verschwinden muss, so ergiebt sich für die Entwicklung 
der fraglichen Function nach Potenzen von t die folgende Form. 
in welcher A eine offenbar ungerade Function von z allein be- 
deutet : 



dz^ 22 ' dz^ 22.43 
Was die ideale Oberflächenladung des Stabes betriffl, ßo 
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rfle CB für manche Zwecke und namentlich bei verhältniss- 

issig dünnen Stäben gestattet sein, in ihrer Entwicklung die 

ieder mit der zweiten und jeder höheren Potenz des Halb- 

ssers zu vernachlässigen. Es sei q die Dichtigkeit der Ladimg 

' den gekrümmten Theil der Oberfläche, Qi und q.2 die Dich- 

keit auf den Endflächen und zwar beziehe sich die Marke 1 

die Endfläche mit positiver, die Marke 2 auf die End- 

ihe mit negativer ;8r-Coordinate. Ferner werde durch a die 

be Länge , durch b der Halbmesser des Stabes * und durch 

4\ d A 

- ] der Werth von ^r— für = a bezeichnet Für den an- 

zja da 

ebenen Grad der Annäherung kommt alsdann: 

_ _ xJC J* d^ 

^ ~ 4ä(1 — x)* 2 ' dz^' 

ner hat man für das magnetische Moment M des Stabes : 

M = 2\2bn j gedz -{- ab^nQi 

r, wenn durch C das Volumen des Stabes imd durch Aa der 
rth von A für if = a bezeichnet wird: 

4;r(l — x) \ a J 

oben für die Function / aufgestellte Gleichimg liefert für 
he Punkte auf der Axe des Stabes, deren Entfernimg von 

nächstgelegenen Endfläche grösser als der Halbmesser des 
3e8 ist und bei Vernachlässigung der Glieder mit der zweiten 

jeder höheren Potenz von t, wie man leicht findet: 

d^A 



b^x I 



A — ^ .!^ " . / . - == dz' = const. 

4(1— X)ey V62_^(/_^)2 



— a 



erster Annäherung kann für das hier auftretende Integral 

dKA. y dz' 
dz^ J^ Yb^-f z'^ 

etzt werden, unter £ eine gewisse positive Constante verstanden, 
im Vergleich mit b gross, im Vergleich mit a aber noch klein 
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ist Es kommt dies darauf hinaus, bei der Auswerthung des Inte- 




grales^ — ds nur den Theil der convexen Oberfläche des Cy- 

linders in Betracht zu ziehen, welcher zwischen zwei beidersdtB 
vom Centrum der r um g entfernten Querschnitten liegt, und 

zugleich von der Aenderung der Grösse , ^ auf diesem Thdk 3 

der Oberfläche abzusehen. Hiernach ergiebt sich femer für den 
bezeichneten Grad der Annäherung : 

2(1 — 3c) ^ de^ j 

Die Integration dieser Gleichung liefert mit Rücksicht auf den 
Umstand, dass A eine ungerade Function ist: 

A = ^(e"»' — e~"»'), 
wo ft eine Constante bedeutet und ferner zu setzen ist: 

~2 



m 






7 2g 



Die für A gefundene Exponentialformel wird den Verlauf 
jener Function nur von der Mitte des Stabes bis zu einer ge- 
wissen Entfernung von den Endflächen annähernd darstellen und 
daher auch nur zur Bestimmung von q auf dieser Strecke dienen 
können. Es scheint aber, dass zur Bestimmung der magnetischen 
Verhältnisse des Stabes für Punkte, die den Rändern nicbk 
sehr nahe liegen, die aufgestellten Näherungsformeln und der f 
A gefundene Ausdruck angewandt werden dürfen, wofern nur ii 
letzterem für ^ und w schickliche, von dem Verhältnisse def 
Dimensionen imd der Natur des Stabes abhängige Werthe ein- 
gesetzt werden. Es geht dies aus den Ergebnissen experimenteller 
Untersuchungen von Coulomb, Lenz und Jacobi und van 
Rees hervor. Femer geht aus diesen Versuchen hervor, wie 
solches auch vom Standpunkte der Theorie zu erwarten ist, dass 
beim Stahl und Eisen die Constanten ^ und m gleiches Vorzeichen 

aufweisen, sowie dass der Ausdruck (—t-\ stets kleiner als 1 ist. 

\ de Ja 

Die Dichtigkeit der idealen Oberflächenladung des Stabes ifit 
hier also auf der Hälfte des Stabes mit positiven jer-Coordinaten 
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negtthr, «of der andern Hälfte positiv und ihr absoluter Werth 
nimmt auf dem convexen Theile der Oberfläche von der Mitte, 
wo er yerachwindety nach den Rändern hin stetig zu. 

Die hierher gehörigen Versuche Coulomb's (Biot, Traite 
de phjrsiqae experimentale et math^matique) beziehen sich auf 
^iindrische permanente Stahlmagnete, die bis zur Sättigung und 
«gelmässig so magnetisirt waren, dass die Kichtung der Polarität 
D allen Punkten als merklich parallel mit der Axe des Stabes 
mgesehen werden durfte. Die Vertheilung des Mugnetisnms in 
olchen Stäben ist aber, wie wir si)äter sehen werden, dieselbe 
rie bei einem gleichen Stabe aus weichem Eisen, auf welchen 
ine mit der Axe des Stabes paralh le vertheilende Kraft wirkt. 
)oulomb bestimmte aus der Verkürzung der Oscillutionsdauer 
ie horizontale Componente der Kraft, mit welcher der vortioal 
ehende Stab auf die Pole einer kleinen, horizontal aufgehängten 
[agnetnadel einwirkte, wenn letztere in gleicher Kntfernung vor 
jrschiedenen Stellen des Stabes 60 zu liegen kam, dass eine durch 
ie Mitte der Nadel und die Axe des Stabes gelegte Ebene mit 
3m magnetischen Meridiane parallel war. Annähernd kann jene 
omponente, wofern die von der Nadel und dem Stabe ausgehende 
idnction ausser Acht kommt, als Maass für die oben durch q 
^zeichnete Dichtigkeit angesehen werden; nur für die beiden 
nden des Stabes ist das Doppelte der Componente als genähertes 
[aass dieser Grösse zu nehmen. Die Resultate, welche Cou- 
)mb unter Anderem bei einem Stabe von 27 par. Zoll Länge 
nd 2 Linien Durchmesser erhielt, lassen sich nun, wie Biot 
emerkte, durch die Annahme, daes q mit dem Ausdrucke: 

roportional sei, in befriedigender Weise darstellen; aus dieser 
nnahme ergiebt sich aber den theoretischen Formeln gemäss 
ie oben angegebene Form für die Function A. 

Van Rees (Ueber die Vertheilung des Magnetismus im 
[ägneten. Po gg. AnnaL Bd. LXXIV) experimentirte gleichfalls 
dt permanenten, bis zur Sättigung magnetisirten Stahlstäben 
nd zwar in folgender Weise. Nachdem der Magnetstab in 
iner auf dem magnetischen Meridiane senkrechten Lage be- 
tätigt worden war, wurde auf denselben eine kurze Inductions- 
pirale geschoben, deren Hülse möglichst dünn und eng war, 



m 
. * 
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und deren Enden mit den Drahtenden eines festen Multiplici^ 
tors in Verbindung standen. Von verschiedenen Stellen ans 
wurde nun die Spirale jedesmal plötzlich über das nächste Ende, 
des Stabes weg in eine grössere Entfernung gerückt. Hierbei 
entstand in der Leitung der Spirale ein Inductionsstrom, wel- 
eher der Nadel des Multiplicators einen Anstoss ertheilte, so 
dass diese sich, die Gleichgewichtslage verlassend, bis zu einer 
gewissen Grenzlage hin bewegte, und hierauf um ihre Gleicb- 
gewich tslage herum oscillirte. Insofern die Dämpfung, welche 
der Multiplicator bewirkte, vernachlässigt werden konnte, war 
die angulare Anfangsgeschwindigkeit der Nadel mit dem Sinns 
des halben ersten Ausschlagwinkels proportional, und desshalb 
konnte letztere Grösse nach den Lehren der Elektrodynamik 
als Maass für die Intensität des durch die Induction erzeugten 
Ii^tegralstromes gelten, i Unter jener Intensität versteht man 
aber das absolute Quantum der in Bewegung gesetzten positi- 
ven oder negativen Elektricität, durch den Widerstand des Lei- 
ters dividirt und mit einer gewissen Constante multiplicirt. 

Van Rees gelangte zu dem Resultate, dass sich für den- 
selben Stab und dieselbe Inductionsspirale die Abhängigkeit 
zwischen dem absoluten Werthe a des Ausschlagwinkels und 
dem Abstände 0' des Centrums der Inductionsspirale und des 
Centrums des Stabes annähernd durch folgende Formel dar- 
stellen lasse, in welcher g, h und m drei constante Grössen be- 
deuten : 

sin l a =1 g ^ h (e"*'' -f- e"'^*'). 
Wie von vorneherein zu erwarten, erfolgte der Ausschlag d«: 
Multiplicatornadel für zwei Punkte auf derselben Hälfte des 
Stabes nach derselben Seite, fiir zwei auf entgegengesetztea 
Seiten symmetrisch gelegene Punkte aber sind die Ausschläge 
entgegengesetzt und nahezu gleich. 

Die folgende Tabelle enthält die Vergleichung obiger For- 
mel mit den Beobachtungen, welche van Rees an einem Stabe 
von 80,1«°* Länge, 0,8«°^ Dicke und mit einer Inductionsspirale 
von \^ Länge anstellte. Die erste Columne enthält die Ent- 
fernungen z' der Mitte der Spirale von der Mitte des Stabes; in 
der zweiten Columne stehen die entsprechenden Ausschlag- 
winkel, wie sie sich als Mittel aus Beobachtungen auf der einen 
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Dod anderen Hälfte des Stabes ergaben; endlich sind neben 
jene in der leisten Columne die Werthe von a gestellt, welche 
die oben angegebene Formel liefert, wenn man folgende Annah- 
men macht: 

g = 0,22640, h = 0,02061, m = 0,04950. 



beobachtet berechnet 



Qcm 


21052' 


21021' 


8 


21 7 


20 58 


16 


19 26 


19 45 


20 


18 19 


18 48 


24 


17 22 


17 33 


28 


16 27 


15 58 


32 


14 46 


13 59 


36 


10 59 


11 32 


39,25 


3 59 


9 8 



Um den Zusammenhang zwischen dem von van Rees 
obachteten Indnctionsstrom und der Yertheilimg des Magne- 
tmns im Stabe kennen zu lernen, wollen wir zunächst der 
ekirodynamik die Bestimmimg des Integralstromes entneh- 
3n, welcher in einem linearen, kreisförmigen Leiter von einem 
rfe inducirt wird, wenn die relative Lage des Leiters und des 
lies sich ändert. Jener Strom ist unter übrigens gleichen 
Btftänden proportional mit dem Producte aus dem im Pole con- 
ofarirten Magnetismus und der Aenderung, welche die Projec- 
m der Stromfläche auf eine mit dem Radius Eins um den 
A als Centrum beschriebene Kugel in Folge der Bewegung 
leidet. Nun lässt sich aber die Aenderung der projicirten 
romfläche stets darstellen mittelst des Potentiales einer ebe- 
n Scheibe von verschwindender Dicke d, welche von dem Lei- 
r begrenzt wird und auf der einen Seite mit nördlichem, auf 
T anderen Seite mit südlichem Fluidura von der absoluten 

Lchtigkeit ^ bedeckt ist. Beschränken wir uns nämlich aut 
m hier nur in Betracht kommenden Fall, wo die Bahn des 
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Poles keine Schleife um den Leiter bildet und auch nicht den 
selben trifft, so fallt die Aendemng der Projection mit (te 
Summe der stetigen Aenderungen des Potentiales für den Pol 
zusammen. Hinsichtlich des Potentiales einer in angegebener 
Weise belegten Kreisscheibe mögen hier noch folgende JBeme^ 
kungen Platz finden. Das Potential hat für zwei Punkte, wel- 
che in Bezug auf die Scheibe eine symmetrische Lage einnek' 
men, entgegengesetzt gleiche Werthe. Sein Werth verschTO- 
det im Unendlichen, sowie auch in der Ebene der Scheibe 
ausserhalb des Grenzkreises. Auf der einen Seite der Scheibe 
selbst hat es den Werth -[- 2;r, auf der anderen Seite den 
Werth — 2n und am Bande hat es bezüglich auf der einen 
Seite den Werth -f" ^> «»^f der anderen Seite den Werth — t. 

Gehen wir jetzt zu dem Falle über, wo der Kreisleiter auf 
einen Magnetstab mit kreisförmigem Querschnitt aufgeschoben 
ist, und in ihm durch Abstreifen vom Magneten ein Strom inda- 
cirt wird. In der ursprünglichen Lage stehe die Ebene des Lei- 
ters auf der Axe des Stabes senkrecht, der Mittelpunkt des Leiter» 
liege in der Axe und der Durchmesser des Leiters übertreffe dai 
des Stabes nur um ein Unendlichkleines. Wenn wir alsdann durch 
V das Potential der Hülfskreisscheibe bezeichnen , so kommt füu 
das Potential in Bezug auf den im Stabe enthaltenen Magnetit 
mus oder in Bezug auf die ideale Oberflächenladrmg : i 

J9\ yäsi + jQ2 Vds2 + 2b7e JQ Vd0, 

und die Summe der stetigen Aenderungen, welche dieser Ausd 
erleidet, wenn der Kreisleiter bis ins Unendliche verschoben 
ist dem Obigen zufolge unter denselben Umständen mit dem hie^, 
bei erzeugten Integralstrom proportional. Bei der Anwendung auf 
den hier vorliegenden Fall der Vertheilung dürfen wir in erster 
Annäherung annehmen, dass die magnetische Belegung einer End- 
fläche auf den Rand derselben zusammengedrängt sei. Femer 
leuchtet ein, dass die Summe der stetigen Aenderungen des Po- 
tentiales V für einen Punkt auf dem convexen Theile der Ober- 
fläche, welcher bei der Bewegung durch die Hülfskreisscheibe 
' hindurchgeht, gleichzusetzen ist derselben Summe für einen Punkt, 
welcher in gleicher Entfernung wie jener auf einem am Rande 
der Scheibe auf diese errichteten Perpendikel liegt, um die Grösse 
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-|-2ar oder — 2« vermehrt, jenachdem die erstgenannte Summe 
positiv oder negativ ist 

Nehmen mr der Bestimmtheit wegen an, die Coordinate s/ 
canes Punktes der Kreisscheibe sei positiv, und letztere sei auf der 
dem Coordinaten-Anfangspunkte zugekehrten Seite mit südlichem 
Fliiidum bedeckt, so ist das Potential der Scheibe für einen Punkt, 
der auf einem Perpendikel des Randes liegt und die Coordinate 
9 hat: 



n 



+ 2 ((\ — , ^ - -g' \ ^ Qjgy 





n 



-2f(l+ -7= i^J= )dq>, 

enachdem jg — / bezüglich positiv oder negativ ist. Die stetigen 
^^derungen, welche das Potential für einen Punkt der angege- 
>enen Lage bei der Bewegung erleidet, fallen aber mit den ent- 
iprechenden Aenderungen des folgenden Ausdruckes zusammen: 



IL 

2 



Qiemach erhalten wir endlich für die Intensität des Integralstro- 
tties, welcher entsteht, wenn der Leiter über das nächste Ende 
ies Stabes bis ins Unendliche weggeschoben wird, abgesehen vom 
Vorzeichen, folgenden Ausdruck: 



13g CO 

w 






— a z' ] 

'^o noch durch s eine gewisse absolut constante Grösse, durch w 
ier Widerstand des Leiters imd durch cj der Querschnitt des Sta- 
'>68 bezeichnet ist. Obiger Ausdruck verwandelt sich durch Sub- 
^tuüon der früher für die Dichtigkeit der Oberflächenladung ge- 
^Ondenen Ausdrücke und durch Anwendung der theilweisen Inte- 
^tation in folgenden: 
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67t(0K 



^ +«(«)-«(-'•) -<^).-/l^-^H 



4(1 — 7i)w 

Im Hinblick auf den Verlauf der Function Q, welche sich auf das 
elliptische Integral der ersten Art zurückführen lässt, kann mas 
näherungsweise für den ersten Factor des Integranden den Wertk 

( -r- j setzen. Ausserdem bemerke man, dass bei verhältnissm'äsag 

dünnen Stäben der Ausdruck: Q(a) — Q( — a) von der Mitte Mb 
in einige Entfernung von den Enden nahezu constant und zw« 
gleich 2 bleibt. Aus diesem Grunde lässt sich der Ausdruck für 
die Intensität des inducirten Integralstromes näherungsweise wie 
folgt schreiben: 

(1 -x)w[ U^AJ' 
Diese Formel bleibt auch dann noch bestehen, wenn der kreißfö> 
mige Leiter auf einer kurzen Strecke unterbrochen ist und seine Enden 
durch einen anderen Leiter mit einander verbunden werden, der 
so geformt ist, dass in ihm kein merklicher Inductionsstrom her- 
vorgerufen wird ; nur ist alsdann für w der Widerstand der g 
zen Leitung einzusetzen. Tritt femer an die Stelle des kreisföi 
migen Leiters eine Spirale von geringer Länge und mit gleich 
nahe aneinander liegenden Windungen, die unmittelbar auf 4 
Stabe aufliegen, so wird, wie aus dem Vorhergehenden leicht 
entnehmen ist, die Intensität des Integralstromes unter übri 
gleichen Umständen mit dem Ausdrucke: 

^ l 

proportional gesetzt werden können, wo e' sich auf die Mitte 
Spirale bezieht und l die Länge derselben bedeutet. Offenbar 
auch die Annahme jener Proportionalität dann noch zulässig 
wenn man es mit einer Inductionsspirale zu thun hat , die 
mehreren Lagen von Windungen besteht, wofern nur letztere den] 
Magneten noch hinreichend nahe liegen. 

Zu den Versuchen von van Rees zurückkehrend, schlies« 
wir aus dem letztgewonnenen Ergebnisse, dass jene für die Fi 
tion A in der That dieselbe genäherte Form liefern, wie sie aus de 
Versuchen Coulomb's sich ergiebt. 
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Die Untersuchungen von Lenz und Jacobi (lieber die 
Gesetze der Elektromagnete. Pogg. Ann. Bd. XL VII. LXI), 
deren zu gedenken noch erübrigt, sind gerichtet auf die Verthei- 
long des Magnetismus in einem cylindrischen Stabe aus weichem 
l&en durch eine elektrische Spirale, deren aneinander liegende 
Windungen den Stab von dem einen Ende zum andern bedecken. 
Die genannten Forscher ermittelten in der Weise, wie wir es bei 
Beschreibung der Versuche von van Rees angegeben haben, den 
Strom, welcher in einer auf den Stab und den ihn bedeckenden 
Stromleiter geschobenen Inductionsspirale für verschiedene Lagen 
der letzteren durch das Verschwinden des Magnetismus entstand, 
urean der magnetisirende Strom unterbrochen wurde. Die Ergeb- 
msse, zu welchen Lenz und Jacobi durch ihre zahlreichen Ver- 
eoehe gelangten, lassen sich näherungeweise durch dieselbe Formel 
iwie die von van Rees bei permanenten Magneten gewonnenen 
darstellen. Was sich hieraus hinsichtlich der magnetischen Verthei- 
lung schliessen lasse, sollen die folgenden theoretischen Betrach- 
tungen zeigen. 

Die magnetische Wirkung einer elektrischen Spirale stellt 
Gdch, wie die Elektrodynamik lehrt, fiir den von der Spi- 
rale umschlossenen Raum dar durch die Resultante einer con- 
tttanten mit der Axe der Spirale parallelen Kraft imd der 
Kraft, welche von einer gleichförmigen Belegung beider End- 
nächen mit gewissen entgegengesetzt gleichen Mengen magno- 
Cbcher Flüssigkeit ausgeht. Hiernach war die Magnetisirung 
äer Stäbe bei den Versuchen von Lenz und Jacobi eine an- 
Bere, als die in diesem Capitel bisher betrachtete. Aus einer 
*ft Anfang gemachten Bemerkung geht aber sofort hervor, dass 
iiie Function ü für den hier zu erörternden Fall aus der früher 
aufgestellten Form dadurch gewonnen wird, dass man das Glied 
f mit einem lediglich von den Dimensionen und der Inductions- 
Donstante des Stabes abhängigen Coefficienten multiplicirt. Aus 
diesem Grunde sind denn auch die Versuche von Lenz und Ja- 
öobi, da überdies ein Theil der der Untersuchung unterworfe- 
nen Stäbe einen verhältnissmässig kleinen Durchmesser hatte, 
geeignet über den Verlauf der Function Ä Aufschluss zu geben. 
Om diesen zu gewinnen, fassen wir zunächst den Fall ins Auge, 
W-Q an die Stelle der Inductionsspirale ein einzelner Kreisleiter 



206 Magnetische Induction in 

tritt, welcher auf den magnetisch erregten Stab aufgeschoben 
ist. Man denke sich nun den letzteren durch die Ebene deB 
Leiters in zwei Theile getheilt und diese Theile, ohne dass die 
Anordnung ihres Magnetismus geändert wird, längs ihrer 
von dem Leiter fort ins Unendliche verschoben. Es erz 
alsdann jeder der Theile in dem Leiter einen Integralstrom, 
die Elektrodynamik lehrt, dass die Summe der Intensi 
dieser Ströme gleichkommt der Intensität des Stromes, wel 
im Leiter durch das Verschwinden des ursprünglich im Staln^ 
enthaltenen Magnetismus erzeugt wird. Wenn wir also dunkl 
Qj und Qu die Dichtigkeit der idealen Oberflächenladung 
den beiden ursprünglich aneinander stossenden Endflächen 
Stücke bezeichnen, in welche wir den Stab getheilt denk« 
übrigens aber dieselbe Bezeichnung anwenden und diesell 
Unterstellungen machen wie früher, so ergiebt sich folgen 
Ausdruck für die Intensität des fraglichen Integralstromes : 



BncD 
w 



f +a 

--f-[/9(l + <2(^))d^-/90-<?(^))d*] 

Nun hat man aber, wenn p den Coefficienten bedeutet, 
welchem nach einer vorhin gemachten Bemerkung jetzt das Gl 
/ in dem früher für ü aufgestellten Ausdrucke zu multiplidu 
ist, und wenn durch K die oben erwähnte constante Compon< 
der von der elektrischen Spirale ausgehenden Kraft bezeichi 
wird: 



9 = 



xK 






47r(l — x) 2 

Hiemach findet man unter denselben Bedingungen, welche| 
bei der entsprechenden Formel in der Erörterung der. Versuch« 
von van Rees unterstellt wurden, folgenden genäherten Aus^ 
druck für die Intensität des inducirten Integralstromes; 



einem isotropen Körper 
sxcdK r _ /d^\ 1 
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Ans der letzten Formel ersehen wir aber im Hinblick auf 
das Vorhergehende ohne Weiteres, dass das Ergebniss der Ver- 
la von Lenz und Jacobi zu derselben genäherten Form 
die Function Ä fuhrt, wie die übrigen bereits besprochenen 
^he. 




V. 



VOM DIAMAGNETISMÜS. 



Neben die Classe von isotropen Körpern, welche sich ii 
Hinsicht des Magnetismus ähnlich verhalten wie das Eisei^ 
stellt sich eine zweite Classe von Körpern, an denen wir iw* 
sentlich andere Inductions- Erscheinungen beobachten, wir mei* 
nen die'^ Körper, welche sich ähnlich wie das Wismuth verhal- 
ten. Bringen wir eine Kugel aus Wismuth in ein magnetische 
Feld tnit divergirenden Kraftlinien, so wird dieselbe nach deN 
jenigen Seite hin getrieben, nach welcher die Kraftlinien dive^ 
giren, während sich eine freie Kugel aus Eisen nach ge 
entgegengesetzter Richtung bewegen würde. Ein Stück Wi 
muth von länglicher Form , wir wollen sagen , von der Ges 
eines verlängerten Revolutions-Ellipsoides, richtet sich im 
mogenen magnetischen Felde so, dass seine grosse Axe nicht, 
es beim Eisen der Fall sein würde, in die Richtung der 
linien fällt, sondern dass sie senkrecht zu letzteren wird, 
magnetische Wirkung, welche das gedachte Stück in der 
wähnten Gleichgewichtslage nach aussen hin oflFenbart, 
sich durch die Wirkung einer verschwindend kleinen M 
nadel ersetzen, die im Mittelpunkte des Ellipsoides liegt, de: 
Axe in die Richtung der Kraftlinien fällt, und deren Südpol m 
derjenigen Seite hingekehrt ist, nach welcher sich ein Nord; 
in dem inducirenden Felde bewegen würde. Die Polarität dfli 
influencirten Ellipsoides aus Wismuth ist hiemach derjenige» 
entgegengesetzt, welche ein gleiches Ellipsoid aus Eisen unter 
denselben Verhältnissen darbieten würde. 

Die Körper, welche sich ähnlich wie Wismuth verhalt«»» 
nennt man nach Faraday, welcher das eigenthümliche Ve^ 
halten dieses Metalles zuerst genauer untersucht hat, diamagne- 
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tische Körper, diejenigen aber, welche dieselben Indnctions- 
Erscheinnngen wie das Eisen darbieten, paramagnetisohe Körper. 
Die Formeln, welche wir im Vorhergehenden zur Erklärung 
der Indnctionserscheinungen bei paramagnetischen Körpern auf- 
gestellt haben, gelten auch — soweit die bisher bekannten 
Thatsachen schliessen lassen — für die diamagnetische Induction, 
fior muss bei letzterer der Constanten x ein negativer Werth 
beigelegt werden. Was den absoluten Werth von x betriffl^, 
80 ist derselbe bei allen dermalen untersuchten diamagnetischen 
Körpern ein sehr kleiner ächter Bruch. 

Als Beleg hierfür erwähnen wir die Versuche Plücker's 
über das Verhältniss der Anziehung, welche das Eisen, und der 
Ahstossung, welche das beziehungsweise stark diamagnetische 
iHsmuth unter gleichen Umständen seitens eines inducirenden 
Kagneten erleidet. (Ueber das Gesetz der Induction bei para- 
aagnetischen und diamagnetischen Substanzen. Pogg. Annal. 
KCl). Femer wollen wir ein Ergebuiss der Versuche erwäh- 
wsol, welche Weber über den Diamagnetismus des Wismuths 
mgestellt hat, und daraus den Werth der Inductions-Constante 
lieses Metalles herleiten. (Elektrodynamische Maassbestimmun- 
pen^ ins Besondere über den Diamagnetismus. Abhandlungen 
L KönigL Sachs. Gesellsch. d. Wiss. !.)• Derselbe bestimmte 
hirch Vergleichung der Wirkungen auf die Nadel eines Spie- 
gel- Magnetometers das Verhältniss zwischen dem magnetischen 
Komente eines cylinclrischen Stabes aus Wismuth und dem 
lines geraden Drahtes oder Stäbchens aus Eisen, welche der ver- 
pKÜenden Wirkung einer mit den Axen der Stäbe parallelen 

rt ausgesetzt waren. Der Wismuthstab, oder vielmehr jeder 
beiden zur Verdoppelung der Wirkung angewandten Wis- 
rathstäbe, war 9,2 Centimeter lang, 1,6 Centimeter dick und 
latte ein Gewicht von 171,75 Grammen. Das Evsenstäbchen 
rar ebenso lang, wog aber nur 0,0058 Gramm; sein Durch- 
Hesser betrug also — das specifische Gewicht des Eisens gleich 
',78 gesetzt — 0,01016 Centimeter. Es ergab sich, dass das 
ffoment des Eisenstäbchens 49,6 7mal grösser war, als das des 
Vismuthstabes , wenn die vertheilende Kraft für die von uns 
Sewählte Einheit nahe gleich 63 war. 

Um auf die mitgetheilten Resultate eine Vergleichung der 

Beer, Elektrostatik, Magnetismus und Klektrodynamik. j^ 
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Inductions- Constanten des Eisens und Wismuths zu gründen, 
machen wir die annähernd richtige Annahme, dass für das Mo- 
ment eines cylindrischen Stabes mit vorherrschender Längen- 
Dimension, der von einer der Axe parallelen Kraft influencirt 
wird, das eines verlängerten Rotations-Ellipsoides von demselben 
StoflFe und gleichem Inhalte gesetzt werden könne, dessen Eo- 
tations-Axe der vertheilenden Kraft parallel ist und sich m 
Queraxe verhält, wie die Länge des Stabes zu seiner Dickft 
Für das Moment M eines solchen Ellipsoides hat man nach dem 
im vorhergehenden Kapitel Gesagten, wenn die dort gebrauchte 
Bezeichnung beibehalten wird: 

■n/r _L ^^ 

wo das obere oder untere Vorzeichen zu nehmen ist, jem 
dem die Constante x zwischen Null und der positiven Einhc 
oder zwischen Null ujid der negativen Einheit liegt. Hiert 
folgt, wenn l die Länge, d die Dicke des Cylinders bedeutet, 
dessen Stelle das Ellipsoid substituirt wird: 

16 Jf = ± -z , 

X ' 

wo man, unter 6 den reciproken Werth der numerischen Ex( 

tricität des Ellipsoides, d. i. den Ausdruck 1:VP— d^ versi 
den, zu setzen hat: 

Wenden wir die letzte Formel auf die mitgetheilten Versuc 
an, so erhalten wir, wenn wir die auf den Wismuthstab 
beziehenden Grössen durch accentuirte Buchstaben, die auf 
Eisenstab sich beziehenden aber dm*ch nicht accentuirte Bue 
Stäben bezeichnen: 



M d'2 



l + .^l 

X ' 



M' d'^ 

und es ist: 

M d'2 
^.^=1231819, 

Den Werth von x wollen wir aus einer zweiten Versuchsreihe^] 
welche Weber a. a. O. mittheilt, ableiten. Weber bestimmte 



s = 8 . 10-6, s' = 45923 . 10-«. 
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mittelst der an einem Magnetometer hervorgebrachten Ablen- 
kung den absoluten Werth des Momentes, welches in einem 
cyliodrischen Eisenstabe hervorgebracht wurde, als derselbe 
dar Wirkung einer mit seiner Axe parallelen elektro- magno ti- 
Bchen Kraft von bekannter Qrösse ausgesetzt wurde. Der zu 
diesen Versuchen dienende Stab war 10,02 Centimeter lang, 
p^ Centimeter dick und wog 8,19 Gramm. Als homogenes 
feld diente der centrale Raum einer galvanischen Spirale, die 
nur so weit war, als zimi Hineinlegen des Eisenstabes erfor- 
l^Uch war, und deren Enden so weit von denen des Stabes 
aoitfemt waren, dass in dem von letzterem eingenommenen 
Kaome die Kraftlinien als mit der Axe der Spirale parallel ange- 
pben werden durften (vergleiche hierüber die Elektrodynamik). 
3m die Einwirkung des elektrischen Stromes auf das Magneto- 
Beter zu eliminiren, wurde das Ende des Schraubendrahtes 
weimal um die Mitte der Spirale in einem viel weiteren 
lireise und in umgekehrter Richtung herumgewimden, so dass 
er von beiden Winduugen begrenzte Flächenraum ebenso gross 
rar, wie der von allen Windungen der engen Spirale be- 
renzte Flächenraum. Auf die Grösse der vertheilenden Kraft 
inrde aus der mittelst einer Tangentenboussole bestimmten 
Ktensität des Stromes, den Verhältnissen der Spirale und 
BT horizontalen Componente des Erdmagnetismus geschlossen« 
B wurde nun für das Moment des Eisenstabes der Werth 
|6,2 gefunden, als die indncirende Kraft nahe gleich 65,9 und 

ich um circa — grösser, als die in den vorhergehends erwähn- 

^x 

fTersuchen angewandte Straft, war. Aus den Dimensionen 

Eisenstabes berechnet sich aber: 

s = 3905 . 10-«, 

Xd hiernach liefert die für das Moment aufgestellte Näherungs- 

Unel, wenn wir für d^l den aus dem absoluten und specifischen 

ewichte des Stabes sich ergebenden Werth 1,3403 annehmen: 

X = 0,99652. 

^dem wir diesen Werth von x zu Grunde legen, erhalten wir 

Hier, zu den auf die Induction im Wismuth sich beziehenden 

Ersuchen von Weber zurückgehend: 

x' = — 0,00023. 

V4* 
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Wie bereits früher angedeutet wurde, ist nur fiir schw 
Kräfte die Annahme einer Inductions-Constante in der b 
gen Bedeutung als eine Annäherung an die Wirklichkc 
lässig. Es muss dahin gestellt bleiben, in wie weit si< 
oben fiir x und x' gefundenen Werthe von denjenigen 
scheiden, welche fiir schwächere Kräfi^e gelten. Nehme 
aber jene an, so ergiebt sich fiir das Yerhältniss des ms 
sehen Momentes einer gleichförmig magnetisirten Kug 
Eisen und einer durch eine gleiche Krafb magnetisirte 
gleichgrossen Kugel aus Wismuth der Werth 12900. Da 
hältniss der magnetischen Momente zweier gleicher Rots 
Ellipsoide aus Eisen und Wismuth, die durch gleiche m: 
Axen parallele Kräfte magnetisirt sind, nähert sich ferne 
Grenzwerthe 4330, wenn das einzelne Ellipsoid sich durc 
plattung einer Kreisscheibe nähert, und dem Grenze 
1245000, wenn jedes der Ellipsoide sich durch Streckung 
geraden Linie nähert. 

Das Verhalten der diamagnetischen Körper hat ma 
durch aus dem Verhalten der paramagnetischen Körper 
klären versucht, dass man annahm, der zwischen den ]M 
len der wägbaren Körper frei bewegliche Aether sei einei 
keren magnetischen Erregung fähig, als die diamagnet 
Körper an und fiir sich. Wendet man die in dem folg 
Capitel aufgestellten Formeln mit den dort gemachtei 
schränkungen auf das System der Molecüle eines starrei 
pers mit sehr kleiner positiver Inductions-Constante imc 
incompressible Flüssigkeit an, welche die Zwischenräum 
Molecüle und den ausserhalb des Körpers befindlichen 
erfüllt und eine gleichfalls sehr kleine positive Inductions 
staute besitzt, so ergiebt sich in der That, dass die Gesj 
einwirkimg, welche der Körper erleidet, dieselbe ist, wie 
die Flüssigkeit nicht vorhanden wäre und seine Induc 
Constante gleichkäme der wirklichen Constante des K( 
an und fiir sich, vermindert um die Constante der Flüssi 
Hinsichtlich der Gründe, die man fiir und gegen die erwi 
Annahme beigebracht hat, verweisen wir den Leser auf di 
treffende physikalische Litteratur. 



VI. 

^AHERUNGSFORMELN FÜR DIE INDUCTION DES 
4ÄGNETISMUS IN EINEM MITTEL MIT SEHR KLEI- 
lER INDUCTIONS-CONSTANTE. ANWENDUNG DIE- 
SER FORMELN BEI FLÜSSIGEN KÖRPERN. 



Wenn es sich uni die Magnetisirung eines Körpers handelt, 
»sen Inductions-Constante x sehr klein ist, so wird es ge- 
ftttet sein, für gewisse Zwecke den Inductionsprocess als schon 
it dem ersten Acte abgeschlossen zu betrachten, oder von der 
jenseitigen Induction der Molecüle abzusehen. Dieser Grad der 
Dnäherung ist aber offenbar nicht zureichend bei Erörterung sol- 
ler Erscheinungen, welche wesentlich auf der letzterwähnten In- 
iction beruhen; er würde also z. B. bei der Bestimmung des 
echanischen Verhaltens eines Ellipsoides, welches sich in einem 

Cogenen magnetischen Felde befindet, zu unrichtigen ßesultaten 
en. 

Bei Vernachlässigung der gegenseitigen Beeinflussung der Mo- 
dule hat man zu setzen: 

cr= V, 

id hieraus findet man für die Dichtigkeit der idealen Oberflä- 
lenladung, welche die Wirkung des magnetisirten Körpers nach 
tssen hin zu ersetzen im Stande ist: 

___ jc_ dV 
^ 4:7C dn 

me Dichtigkeit wird also hiermit der Componente der vertheilenden 
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Kraft nach der auswärts gerichteten Normale des betreffenden 
Oberflächenelementes proportional. 

Für den bezeichneten Grad der Annäherung lässt sich leicht J 
die Kraft bestimmen, welche seitens des gesammten in Betradik j 
kommenden Magnetismus auf ein Element des Körpers einwirkt, 
indem nur derjenige Theil jener Kraft zu berücksichtigen ist, 
welcher unmittelbar vom Inducenten herrührt. Die fragliche Kraft ; 
ist, wie man leicht einsieht, von der blossen Form des Elemente« ? 
unabhängig. Mit Rücksicht hierauf wollen wir zur Vereinfachung 
der Betrachtungen ein Element ins Auge fassen, welches wie folgt 
begrenzt ist. Es sei d 8 ein Element einer Niveaufläche des indn- 
cirenden Potentiales F. Durch die Punkte des Umfanges dei 
Elementes lege man die Kraftlinien, und diese mögen auf einer zwö- 
ten Niveaufläche, welche die erste einschliesst und ihr unendlich" 
nahe ist, das Element dS^ bestimmen. Die Flächenelemente dSt 
dS' und die jyenannten Kraftlinien seien nun die Grenzen des zu 
betrachtenden Körperelementes dÄ. Die Wirkung des Inducenten 
auf das Körperelement kann durch, die auf eine magnetische Be- 

X d V 

legung des Elementes d S von der Dichtigkeit -)- j — • -=-^ und 

X d 
eine Belegung des Elementes dS' von der Dichtigkeit — 7~ • j 

dV dV. 
ersetzt werden, wenn durch -=^ und -=-^, die Steigung des Poi 

tiales nach der auswärts gerichteten Normale der Niveaufläche f 
einem Punkte von dS und dS' bezeichnet wird. Es seien fei 
X, y, z die Coordinaten eines Punktes P von dS und x-\- 
y-{-dy, 0-\-dz die Coordinaten des Punktes P', in welchem di 
von der durch den ersten Punkt gehenden Kraftlinie geschnii 
wird ; das zwischen P und P' liegende Element der Kraftlinie 
dK 

Die \\'irkung des Inducenten auf den im Elemente dk ent-j 

haltenen Magnetismus lässt sich darstellen durch die Ki 

7t (d F\2 
T— ( j-T^ ) ^ Ä welche in P angreift und nach der einwärts gerich- 

X (d F'\* 
teten Normale von d S wirkt, und die Kraft -r— ( -7-^« ) d S^, weldic 

4:7t \dNv 
in P' angreift und nach der auswärts gerichteten Normale yondS 
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wirkt Beide Kräfte setzen eich zu eiucr iu der OBCuIatiousebene 

der Kraftlinie gelegenen Kraft zusammen, und wenn wir die Compo- 

nenten dieser Kraft nach den Coordinatenaxen durch X dJc u. s.f. 

bezeichnen, so ist: 

„„ X /dV dV' dV dV \ 

^^^ = 4i\lF'dW'^^ -d^-JN^V' 

dV dV. 

iO -z-j- das bedeutet, was aus -3— wird, wenn die Coordinaten um 
aar ax 

Xy dy, dss wachsen. Da aber ferner: 

dV dV 

^dS' — ^r^S = d^ Vdk = 

dir dN 

t (Elektrost IL)« so kommt: 

4n\dx^ ' dxdy "^ ' dxdjs J dN 

x^ /d^F dx , d^V dy , d^V dz\ dV 

~ 43r \dx^ ' dN "^ dxdy ' dN "*" dxdjs ' dN) dN 

= JL (^y ^y ^y ^'^ I ^^ ^'^ )dl' 

4:n\dx dx^ ' dy dxdy ' dz dxdz) 
Hiernach hat man also endlich: 

^^JL \dN) ^^ X KdNj ^^JL.fkzl. 
Sn dx ' S7t dy ^ Stc dz 

ir ersehen hieraus, dass sich die Componenteu der fraglichen 
raft in analoger Weise durch die partiellen Differentialquotienten 

r Function ( -r-^^ j nach den Coordinaten darstellen lassen , wie 

e Componenten der Gravitationskräfte u. s. f. durch die DifFe- 
itialquotienten der Potentialfunction. Die ICraft steht also auch 
jedem Punkte auf derjenigen durch den Punkt gehenden Fläche 
nkrecht, welche zu den durch die Gleichungsform: 



UnJ 



const 



rgestellten Flächen gehört, in deren Punkten die vertheilende 
raft denselben absoluten Werth aufweist. Im Allgemeinen fällt 
10 die Kraft keineswegs in die Richtung der vertheilenden Kraft; 
den Punkten einer geraden Kraftlinie aber, also z. B. in dem 
kgnetischen Felde eines einzelnen Poles, fallen jene Kräfte zu- 
nmen. 
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Die Wirkungen des Inducenten auf die einzelnen Körpertheil- 
chen setzen sich zu derselben Gesammtwirkung auf den Körper 
zusammen, wie die Wirkungen des Inducenten auf die einzelneu 
Theile der idealen Oberflächenladung. Um uns hiervon ohne auf 
das Frühere zurückzugehen zu überzeugen, bemerken wir, daas 
sich die Gesammtarbeit der Resultante von X, F, Z^ wie sie einer 
beliebigen unendlich kleinen Versetzung des Körpers entspricht, 
durch die correspondirende Aenderung des Ausdruckes: 

bestimmt. Hiemach und mit Rücksicht auf den Ausdruck für p 
genügt es offenbar zu zeigen, dass wenn in letzterem Ausdrucke 
V um die unendlich kleine Grösse 8 F, für welche d^SVma In- 
nern des Körpers allenthalben verschwindet, variirt wird, die Va- 
riation desselben mit 



- f 



an 



zusammenfällt. Nun ist aber : 

und nach einem früher (Elektrost.) aufgestellten Satze sind diej 
beiden letzten Integrale einander gleich; in der That ist also auch:] 

8;r J an ^n J an 

Bekanntlich hat Faraday entdeckt, dass auch die fliu 
gen Körper der magnetischen Erregung fähig sind, und 
seinen sowie aus Plücker's Versuchen darf, was ins Besonderej 
die tropfbar -flüssigen Körper betriflft, geschlossen werden, daail 
für die oben näher bezeichneten Einschränkungen die Art derj 
Magno tisirung einer tropfbaren, homogenen Flüssigkeit, welche 
sich unter der Einwirkung eines Magneten und im Gleich- 
gewichte befindet , wesentlich dieselbe ist, wie bei einem iso- 
tropen festen Körper mit derselben Begrenzung. Mittelst der 
oben gewonnenen Formeln können nun nach den Regeln djff 
Hydrostatik die Bedingungen für das Gleichgewicht einer mag- 
netisch erregten, homogenen und incompressiblen Flüssigkeit 
aufgestellt werden. Wir beschränken uns auf den Fall, "9^ 
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ausser der magnetischen Kraft und den an der Oberfläche wir- 
kenden Druckkräften nur noch eine Kraft auftritt, deren Com- 
ponenten sich durch die partiellen Differentialquotienten einer 
i^ction der Coordinaten nach den letzteren darstellen lassen, 
¥ie solches z. B. bei Gravitationskräften der Fall ist. Die 
Oomponenten der auf die . Volumeneinheit bezogenen magneti- 
«hen Kraft seien wie oben F, I\ Z, die Componenten der auf 
die Masseneinheit bezogenen zweiten Kraft seien X!, Y^ Z, 
das specifische Gewicht der Flüssigkeit werde durch s und der 
hydrostatische Druck durch p bezeichnet. Man hat alsdann : 

nid hieraus folgt durch Integration, wenn V das Potential 
les Inducenteu, x die Inductions-Constante der Flüssigkeit und 
P die Function ist, deren partielle Differentialquotienten die 
Komponenten X! u. s. f. liefern: 






iro c die Integrations-Constante bedeutet. 

Von den wichtigeren und zugleich näher liegenden Conse- 
[uenzen der letzten Gleichung mögen hier die folgenden her- 
vorgehoben werden. 

Die freie Oberfläche einer incompressiblen Flüssigkeit, wel- 
ibe nur von magnetischen Kräften sollicitirt wird, nimmt, wenn 
16 einen allenthalben gleichen Druck erleidet, stets die Gestalt 
iner der Flächen an, welche durch die Gleichungsform: 

hi^estellt werden. Geht z. B. die Induction von einem Pole 
ms, so wird die freie Oberfläche sphärisch und ihr Mittelpunkt 
Kommt in den Pol zu liegen. Hierbei kann die flüssige Masse 
e nach den Umständen an der freien Oberfläche sowohl con- 
i^ez, als auch concav sein, und es ist leicht zu bestimmen, 
^ann das eine oder das andere eintreten müsse. Als ein zwei- 
i^ hierher gehöriges einfacheres Beispiel erwähnen wir das 
soner flüssigen Masse mit einem festen, sphärischen Kern, der 
^ Bolle des Inducenten spielt und gleichförmig permanent 
Qoagnetisirt ist. 
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Wenn die Flüssigkeit ausser der magnetischen Einwirkung^ 
nur noch die der Schwerkraft erleidet, so ist zu setzen: 

wo g die Schwerkraft bedeutet, also für die von uns gewählte 
Einheiten gleich 980,8 ist, und vorausgesetzt wird, dass die 
;^-Coordinaten in der der Schwerkraft entgegengesetzten KA-, 
tung gerechnet werden. Hiemach kommt für die GleichuBf ■ 
der freien Oberfläche, wenn letztere, wie es gewöhnlich der FaE 
ist, allenthalben unter gleichem Drucke steht: 

SgsTt \aN/ 

Geht beispielshalber die Induction von einem einzelnai^ 
Pole aus und wird die Entfernung von letzterem durch r, das I 
in ihm enthaltene magnetische Quantum durch ,Q bezeichnet^! 
so wird die Gleichung der freien Oberfläche bei gehöriger 
Wahl des Coordinaten-Anfangspimktes: 

SgsTt 

Indem wir uns auf den Fall beschränken, wo der absolute 
Werth des rechts stehenden Ausdruckes sehr klein ist, und da- 
her die bei Abwesenheit der magnetischen Wirkung ebene Ober- 
fläche durch den Magnetpol nur sehr wenig modificirt wird, 
schliessen wir aus der letzten Gleichung Folgendes. Die freie 
Oberfläche einer paramagnetischen Flüssigkeit erhebt sidi 
wenn man nach dem durch den Pol gehenden Lothe hin fort»i 
schreitet; sie ist in der Nähe dieses Lothes nach oben hia 
convex-convex, in einer gewissen Entfernung wird sie convex-con- 
cav und mit wachsender Entfernung nähert sie sich asympto- j 
tisch der horizontalen xy-Ebene, An die Stelle der er- 
wähnten Erhebung tritt bei einer diamagnetischen Flüssigkeit 
eine Senkung; hier ist die Oberfläche in der Nähe des durch 
den Pol gehenden Lothes concav-concav und von einer gewis- 
sen Entfernung ab concav-convex. Die Entfernung des bezüg- 
lich höchsten oder tiefsten Punktes der Oberfläche von der ge- 
nannten Asymptoten-Ebene ist die der Null am nächsten gele- 
gene reelle Wurzel der folgenden Gleichung, in welcher ^e^o ^® 
Entfernung des Poles von derselben Ebene bedeutet: 
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^ Qgsn 
Wenn % podtiv ist, hat diese Gleichung ausser der erwähnten 
Warzel zwei reelle Wurzeln, welche nahe gleich e^ sind, und 
iwar ist die eine von ilinen grösser, die andere kleiner als Zq. 
Ss beziehen sich diese Wurzeln, wie leicht zu ersehen, auf das 
Heiobgewioht eines Tropfens einer paramagnetischen Flüssig- 
keit, welcher den inducirenden Pol einschliesst und durch die 
Lnziehung des letztern am Fallen verlündert wird. 

Dass die ursprünglich ebene freie Oberfläche einer schweren 
Bissigkeit in einem magnetischen Felde, welches annähernd 
Is das eines Poles betrachtet werden kann , auch annähernd 
Se oben beschriebenen Modiflcationen unter den angegebenen 
Fmständen erleiden werde, darf mit Bestimmtheit nach Analo- 
ie aus den Versuchen geschlossen werden, welche P lücker 
äxperimental-Untersuchungen über die Wirkung der Magnete 
af gasförmige und tropfbare Flüssigkeiten. Pogg. Ann. Bd. 
XXTTT) über die Magnetisirung flüssiger Körper mitgetheilt hat. 
Wir wollen endlich hier noch das Verhalten einer tropfbar 
iissigen, gravitirenden Hasse erörtern, welche einen starren 
!em allenthalben umgiebt und durch einen beliebigen Inducen- 
in magnetisch erregt wird, während wir von dem eingeschlos- 
men Körper der Einfachheit wegen annehmen, dass er keine 
agnetische Induction in seiner Masse gestattet. Die auswärts 
^rechnete Normale des eingeschlossenen Körpers werde durch 
die der äusseren Oberfläche der Flüssigkeit durch ni bezeich- 
Bt Man hat alsdann für die Dichtigkeiten q, Qy der idealen 
Mignetisohen Ladungen der genannten Flächen: 

_ jc^ dF — _ JL §Z 

47r dn ' An dfii 

4e erste Dichtigkeit ist entgegengesetzt gleich der Dichtig- 
eit, welche sich für die Oberfläche einer flüssigen Masse er- 
abe, die, von derselben Beschafienheit wie die betrachtete, 
ias Volumen des festen Körpers ausfüllt. Für den hydrostati- 
ichen Druck an der Oberfläche jener fictiven flüssigen Masse 
ärgiebt sich derselbe Ausdruck, wie fiir den hydrostatischen 
I^ck, welchen die Oberfläche des festen Körpers seitens der 
^gebenden Flüssigkeit erleidet. Hieraus folgt, dass die Ge- 
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sammtwirkung, welche die Flüssigkeit auf den eingetauchten 
starren Körper ausübt, entgegengesetzt gleich der Wirkung ist, 
welche der Körper erlitte, wenn er dasselbe specifische Gewicht 
und dieselbe Inductions-Constante wie die ihn umgebende jj 
Flüssigkeit hätte. Was ins Besondere die magnetischen Kräfte | 
allein betrieb, so kann man auch sagen, dass die Einwirkung; 
welche der starre Körper seitens der Flüssigkeit und in Folge 
der Einwirkung des Inducenten auf letztere erleidet, dieselbe ist fi' 
die, welche er seitens des Inducenten erlitte, wenn er eine Indw- 
tions-Constante besässe , welche der der Flüssigkeit entgegenge- . 
setzt gleich ist. Dies Ergebniss stimmt innerhalb der für das* j 
selbe bestehenden Grenzen mit der Erfahrung überein und fallt 
ersichtlich in der ersten Formulirung innerhalb derselben Greih 
zen mit dem von Plücker (Ueber den Einfluss der Umgebun| 
eines Körpers auf die Anziehung oder Abstossung, die er durdi. 
einen Magneten erfahrt. Pogg. Ann. Bd. LXXIII) aufgestellten 
Satze zusammen, wonach die Anziehung eines paramagneti- j 
sehen oder die Abstossung eines diamagnetischen Körpers, der 
in eine paramagnetische Flüssigkeit eingetaucht wird, um eben- 
so viel bezüglich ab- oder zunimmt, als die magnetische Anzie- 
hung der verdrängten Flüssigkeit vor dem Eintauchen betraft 
während bei einer diamagnetischen Flüssigkeit die Anziehuif 
oder Abstossung bezüglich um ebenso viel zu- oder abninuni, 
als die Abstossimg der verdrängten Flüssigkeit betrug. 

Schliesslich möge hier noch erwähnt werden, dass sich fSr 
den hydrostatischen Drack einer gasförmigen Flüssigkeit » 
einem magnetischen Felde, wenn allenthalben in derselbe 
gleiche Temperatur herrscht und wenn es gestattet ist, die 
Grösse x wie die Grösse s mit dem Drucke proportional 20 
setzen, ergiebt: 

WO Xi, Si die dem Drucke Eins entsprechenden Werthe von« 
und s bedeuten, e die Basis der natürlichen Logarithmen und 
c eine Integrations-Constante ist 



VII. 

MAGNETISCHE INDUCTION IN KRYSTALLINISCHEN 

MITTELN. 



I VeraUgemelnernng der für isotrope Körper grültigen 

Formeln. 

Das Potential des Magnetismus, welcher in dem Elemente 
eines krystallinischen Körpers inducirt wird, wenn eine gegen- 
seitige Einwirkung der Moleeüle nicht stattfindet, lässh sich, 
wie wir im IV. Kapitel gesehen haben, durch gehörige Richtung 
des rechtwinkligen Coordinatensystemes stets auf die Form 
des folgenden Ausdruckes bringen: 

«2 • dx' ' daf "^ ß'^' dy' * d// "^ y^ ' dz* ' dz' 

Es bedeutet aber hier Fdas Potential des Inducenten, dk 
du Volumen des influencirten Elementes mit den Coordinaten 
a^, ify z\ Ferner sind «2, ^32, ya drei von der Beschaffenheit des 
Körpers abhängige Coastanten, die dem nächst Vorhergehenden 
zufolge sowohl positiv als negativ sein können. Durch r end- 
lich ist die Entfernung von dem Punkte, auf welchen sich das 
Potential bezieht, bezeichnet. 

Indem wir es dem Leser überlassen, gewisse naheliegende 
Schlüsse über die Beziehungen zwischen der Krystallform, der Lage 
^lerCoordinatenaxen und den drei gedachten Constanten zu ziehen 
^nd mit den Ergebnissen der später zu erwähnenden Versuche zu 
dergleichen, wollen wir vor Allem den aufgefiihrten Ausdruck 
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für das Potential des in einem Elemente ohne Wechselwirkung der 
Molecüle inducirfcen Magnetismus auf eine Form bringen, welche 
der bei der Induction in isotropen Mitteln in Anwendung ge- , 
brachten analog ist. Zu dem Ende werde die Fläche zweiten *■ 
Grades zu Hülfe genommen, deren Halbaxen a, ß, y sind und, ^ 
in die Coordinatenaxen fallend, mit den sogenannten Indno- .' 
tionaaxen, d. i. den Richtungen der Coordinatenaxen in ihr® ■* 
oben näher angegebenen ausgezeichneten Lage, parallel lauf» " 
Die Gleichung der Hülfsfläche ist, wenn wir ihren Mittelpunkt 
mit dem Anfangspunkte der Coordinaten zusammenfallen lassen: .: 

^' -1. L' ^ f! _ 1 

«2 T ^2 "T yi 

Es sei q derjenige Radius der Hülfsfläche, welcher mit der: 
Normale parallel ist, die in dem Punkte (x', y', ss') auf der durck | 
eben diesen Punkt gelegten Niveaufläche des Potentiales F 
senkrecht steht. Ebenso sei g' der Radius, welcher dieselbe 

Riclitung hat wie die Kraftlinie des Potentiales — im Punkte 

{x\ y\ is\) d. h. wie die Linie, welche das Centrum der r mit dem | 
Elemente dk verbindet. Es mögen femer in den Endpunkten 
der Radien q und q' Tangentialebenen an die Hülfsfläche gelegt, < 
aus dem Mittelpunkte Perpendikel auf diese Ebenen gefällt und 
dieselben durch p und jp' bezeichnet werden. Wenn dann end- 
lich noch B den Winkel zwischen p und ^, £' den Winkel zwi- 
schen 2>' und q bezeichnet, so kann, wie leicht einzusehen, für 
das Potential des in einem Elemente ohne Wechselwirkung dtfi 
Molecüle inducirten Magnetismus geschrieben werden: 



coss dV 



^^')ah = -^'-2^^^Z'^^ 



pq dN dN "~ p'q' . dN dN 

wo N und N wie früher die auswärts gerechneten Normalen 

der Gleichgewichtsflächen von V und — für den Punkt {x\ y\ z) 

bedeuten. 

Gehen wir jetzt zur Betrachtung der Induction in einem 
beliebig begrenzten krystallinischen Körper mit endlichen Di- 
mensionen über. Das Potential des Inducenten sei V, 

Für das Potential des Masjnetismus , welcher im ei'sten In- 
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actionflacte eraeiigt wird, d. h. für das P( tential des Magne- 
jsmos, wie er durch den Inducenten hervorgerufen würde, wenn 
ine gegenseitige Beeinflussung der Moleeüle nicht stattfände, 
at man alsdann: 

„ frost dt Vr/ .,. 

die Integration sieh über alle Elemente des Körpers er- 
reckt. 

Der zweite Induciionsact besteht darin, dass in dem ein- 
Inen Moleeüle durch den in den übrigen Molecülen bereits 
zeugten Magnetismus weiterhin neuer Magnetismus hervorge- 
fisn wird. Es fragt sich nun, welches die Scheidungskraft sei, 
s, von allen übrigen Molecülen ausgehend, das einzelne Mole- 

1 für sich fernerhin erregt. Um das einzelne Molecül denken 
r uns eine Hülfsfläche mit sehr kleinen Dimensionen gelegt, 
ren Grestalt einstweilen noch unbestimmt bleibe. Dem Magne- 
mus derjenigen Moleeüle, welche ausserhalb der Hülfsfläohe 
gen, entspricht im Inneren dieser Fläche eine gewisse Schei- 
ngskraft, und wie bei den isotropen Mitteln nehmen wir an, 
38 die Grenze, welcher sich letztere nähert, wenn die Dimen- 
nen der Hülfsfläche kleiner und kleiner werden, diejenige 
afb ist, durch welche das fragliche Molecül seitens der übri- 
a Moleeüle influencirt wird, wofern nur die Form der Hülfs- 
ehe gehörig gewählt wird; soviel leuchtet aber von vomher- 
i ein, dass letztere Fläche in Bezug auf drei mit den Coor- 
oatenebenen parallele Ebenen symmetrisch sein und in eine 
ogelfläche übergehen muss, wenn die drei Constanten a, ß, y 
Qander gleich werden. Bezeichnen wir durch d f das Volumen- 
ement der genannten Hülfsfläche, so entspricht also die frag- 
5he Scheidungskraft derjenigen Potentialfunction, welcher sich 
er Ausdruck : 




di 



a) r ,.. ä(L) 



pq ' dN '~dW ^ J ~JT "dN' dN ^ 

^ einen Punkt innerhalb der Hülfsfläche beim Verschwinden 
'1er letzteren nähert, hierbei unterstellt, dass das erste Integral 
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über alle Elemente des influencirten Körpers, das zweite über 
alle Elemente der Hülfsfläche sich erstrecke. 

Die Grenze des zweiten Integrales in dem letzten Aui*^ 
drucke, oder die des Integrales: 

ja« ' daf ' daf ' /S« ' d^ ' dy' + y« * dz' * 
ist offenbar dieselbe wie die des folgenden Ausdruckes: 

wo sich die vor den Integralen stehenden Differentialquotien 
auf den Mittelpunkt der Hülfsfläche beziehen und ö, b, c 
Winkel bedeuten sollen, welche die vom Centrum der r n; 
dV gezogene Linie mit den Coordinatenaxen bildet. Die 
tegrale können aber aufgefasst werden als die mit den Axei' 
parallelen Componenten der Anziehung, welche die Masse 
in das Centrum der r concentrirt, seitens der gleichförmig 
Masse von der Dichtigkeit Eins erfüllten Hülfsfläche erleid 
die Attractionsconstante gleich Eins gesetzt. 

Hinsichtlich der Hülfsfläche machen wir die durch den 
folg gerechtfertigte und nahe liegende Annahme, dass sie 
ellipsoidischer Form und ihre Axen nach den Inductionisaxi 
orientirt seien. Alsdann erhält mau für den letzten Ausd 
wenn sich die Axen der Hülfsfläche wie aibic verhalten, wea^^ 
ferner A, B^ G die Anziehungen sind, welche die Masse Ei*, 
seitens eines Ellipsoides mit den Halbaxen a, J, c in den SchA 
teln der letzteren erleidet, die Dichtigkeit des Ellipsoides sowie 
die Atti'actionsconstante gleich Eins gesetzt, und wenn sich! 
endlich a^o, yo> ^a auf den Mittelpunkt der Hülfsfläche, x^y.i 
auf das Centrum der r beziehen : 

\ /dV\ A . . , l /dV\ B , . 

Wir machen jetzt ferner noch in Betreff der Axenverhält^ 
nisse der Hülfsfläche die Annahme, dass die drei Ausdrücke: 
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J_ ^ J_ B _1_ C 
a^' a' ß^ ' b ' y^ ' c 

inander gleich seien, und setzen für ihren Werth - — -. Hier- 
nrcb geht der letzte Ausdruck in den folgenden über: 

Die Erafb, welche dieser Potentialfunction entspricht, fallt 

an fiir die Punkte der verschwindenden Hülfsfläche mit der 

4 jt 
38 Potentiales ^ — 5 T' zusf^mmen, und hieraus folgt endlich, dass 

e Potentialfunction : 

pq ' dN "dN ^ 3(0« 

r den zweiten Inductionsact genau dieselbe Bolle spielt, wie 
s Potential V des Inducenten für den ersten Inductionsact. 

Durch Fortsetzung der vorhergehenden Betrachtungen, d. h. 
dem man von dem zweiten zum dritten Inductionsacte u. s. f. 
gleicher Weise wie vom ersten zum zweiten fortschreitet, 
Jangt man schliesslich zu folgendem Resultate: Der magne* 
ehe Zustand, welchen der Inducent mit dem Potentiale V in 
m krystallinischen Körper hervorruft, ist derseJbe, wie er 
irch ein gewisses Potential T' hervorgerufen würde, wenn eine 
^[enseitige Einwirkung der Holecüle nicht stattfände, und 
rar ist: 

X 

1.) r= YVy + fh 




*} 



PO C eine willkürliche Constante bedeutet, in dem Summen- 
nnbole Fi für T' gesetzt ist und wo die einzelnen Glieder dw 
nmme nach dem folgenden reeurrenten G^-setze gehiUei sind: 



'~~J 7^ ^' ^i>^ 






Das Int^ral erstreckt sich über sämmtliche EleuiCUiH dem 
ofluencirien Körpers und die im Integranden auftretenden 
Grössen haben für das einzelne 'Element dieselbe Bedeutung, 
^ie in der anfangs stehenderi Foimel für da« Pot^mtial d^rn 
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Magnetismus, welcher in einem Elemente inducirt würde, wenn 
die gegenseitige Einwirkung der Molecüle nicht ins Spiel träte. 
Die Constante <» ist bestimmt, sobald die drei Constanten a, /}, y 
gegeben sind, und zwar durch folgendes Gleichungssystem: 

i^ — JL A—L ^ — L ^ 



Dem für Vy aufgestellten Ausdrucke lässt sich noch einrj 
andere bemerkenswerthe Form geben. Durch Verallgemeiaft- 
rung des Green 'sehen Lehrsatzes (s. Elektrostatik IL) er- 
halten wir, wenn wir die dort angewandte Bezeichnung beibe- 
halten : 

r^ll d^H , 1 d^H , 1 d^H]., 

J ^W^"d^'^ß^"-d^ + r2 "d^r^ = 

dB dz\j 
dz dn] 
1 dG dH , l^ dG^ ^ I 1 ^ rfg| 

ß^' dy ' dy '^ y^' dz ' dis] 






dx^ ' /32 dy^ ' 
dH dx ^\^ dH 
dx ' dn~^ ß^ dy dn 

dG dH l dG dH , \ 






a* dx dx ' /32 dy dy ' y^ dz 
Es werde nun in der schon erwähnten Hülfsfläche zwei 
Grades mit den Halbaxen a, ß, y der Badius g parallel mit d 
Normale der zu der Potentialfunction H gehörigen GleicJ 
wichtsfläche gezogen, in dem Endpunkte des Badius eine 
gentialebene an die Fläche gelegt und aus dem Centrum 
Perpendikel ^ auf jene Ebene herabgelassen. Femer w 
durch f der Winkel zwischen j9 und der Normale der zu 6r 
hörigen Niveaufläche bezeichnet, sowie durch % der Winkel 
sehen ^ und der Normale von ds. Alsdann lässt sich für 
letzte Formel schreiben: 



/ 



GJ^Hdk = 



Pca 

J p 



cosi ^ dH j 
• G'-rrr ds 



g. 



dh 



-f 



cose dG dH 



wo unter ^J 



der Ausdruck: — 

«2 



pq 
d^ . 
dx^ 



dg 



dh 
d^ 



dk^ 



dy' 



• y2 



verstanden werde, so dass: 



1 






a' 



d^H J_ 



d^H . 1 



d^H 



dX^ • 1^2 dy'i I y2 ^^2 

ist, und wo sich die Grössen t,, p, q\m vorletzten Integrale ai 
die durch einen Punkt des Elementes ds gehende Gleichgewichts-! 
fläche, ihre durch denselben Punkt gehende Normale und di«| 
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Normale von ds beziehen, sowie in dem letzten Integrale die 
jrössen €, p, q auf die Normalen zu beziehen sind, die an der 
Itelle des Elementes dk auf den durch eben dieses Element ge- 
enden Niveauflächen von G und H senkrecht stehen. — Aus 
er letzten Formel aber findet man leicht, dass für eine jetfle 
Age des Centrums der r imd wenn V eine Potentialfanction 
ddeutet, ist: 

^cost d V 



dk. 



—-dk-J ^ äs -J ^^ 'iN^dW 

[it Bücksicht auf letztere Relation können wir setzen : 

//^ cost d Vy- 1 
r ^ r ' 3cd2 " * 

Was das Potential des in dem krystallinischen Körper in- 
icirten Magnetismus betrifft, so kommt für dasselbe : 

T— y S 

J. ^_j kJy* 



•0 die Bildung der einzelnen Glieder durch folgende Formel 
estimmt wird: 

lor mit Bücksicht auf den vorher gefundenen Satz : 

cost dVy 



r ^ r 



S,= I -ll^LJldk- I ^ —ds. 



Man bemerke nun, dass man hat: 

n cost dVy ^1 1 dVy ^ . 2. ^ ^y ^ i J_ ^ ^y d£ 

-^ pq dN ""-^la2 (ix dn ß^ dy dn^y^ dz dn 

— JL ^^V y ^ I 1 ^I^Vy dy , 1 di:Vy dz 
«=* dx dn ' ß'^ dy dn "" Y^ dz cTn 

Mit Bücksicht auf diese Beziehung findet man, wenn die 
ormale der zu U gehörenden Niveaufläche durch dl bezeich- 

jt wird: 

/r^cosl dJJ 



\y 



rv* 
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wo die Grössen S, j), q zu der Normale der Niveaufläche von 
U und der des Elementes ds in derselben Beziehung stehen, wie 
vorher die gleich bezeichneten Grössen zu der Normale der 
Niveaufläche von F„ und der von ds- 

Der Ausdruck für T lässt ersehen, dass die Wirkung des 
influencirten Körpers sich auf eine durch seine Masse verthdlte 
und eine über seine Oberfläche ausgebreitete Ladung von mag- 
netischer Flüssigkeit zurückführen lasse. Bezeichnen wir fie 
cubische Dichtigkeit der ersten Ladung durch ö und die Flächen- 
dichtigkeit der zweiten Ladung durch q, so hat man: 

^ ^ pq ddl ^ 

Die Gesammtquantität beider Ladungen ist gleich Ni 

Dies ergiebt sich aus der oben für das Integral 1 G J^ Eil 

aufgestellten Formel, wenn G = l, H = U gesetzt wird, 

scheint aber auch von vornherein als nothwendige Folge 

gemachten Prämissen. Man bemerke auch noch, dass das 

Integral in dem Ausdrucke für T, welches bei isotropen Mitt 

verschwindet, für den ausserhalb des Krystalles befindlid 

Raum als das Potential einer gewissen über die Oberfläche 

gebreiteten, aus entgegengesetzt gleichen Quanta bestehei 

magnetischen Ladung angesehen werden kann. 

Was endlich die Beziehung zwichen den Functionen ü 

V betrifft, so findet man; 

cost du 



/ CQSg d U 



/1 



Durch die Formeln 1., 2., 3. und 4. sind die Gesetze der mi 
tischen Induction in Krystallen vollständig bestimmt; sie geh« 
wenn man a = ß := y setzt, in die entsprechenden Form' 
für die Induction in isotropen Mitteln über. Wir wollen 
hier damit begnügen, einen Fall der in Rede stehenden 
duction zu betrachten, der zu einfachen und eine Vergleich 
mit vorliegenden Versuchen gestattenden Resultaten führt 
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2. Verhalten einer krystallinisclien Kugel im homo- 
genen magnetischen Felda 



Eine krystallinische Vollkugel befinde sich in einem mag- 
stischen Felde mit parallelen Kraftlinien und zwar seien die 
tzteren, wie wir zunächst der Einfachheit wegen annehmen 
ollen, mit einer Inductions-Axe parallel Durch den Mittel- 
mkt der Kugel legen wir drei auf einander senkrechte in die 
ichtnngen der Inductions-Axen fallende Coordinaten-Axen, von 
>nen die der x mit der inducirenden Kraft parallel sei. Wenn 
m, wie wir femer annehmen wollen, die Grösse der induciren- 
ai Kraft gleich Eins ist und ein beweglicher Nordpol von der- 
Iben in der Richtung von der positiven Hälfte der a?-Axe 
ich der negativen hin getrieben wird, so ist das inducirende 
)tential: 

Setzen wir diesen Ausdruck in die Gleichung 4., indem wir 
igleich versuchend für U die Form mx annehmen, so erhalten 
ir, unter a, b, c die Winkel zwischen den Coordinatenaxen und 
ar auswärts gerichteten Normale des Elementes ds und un- 
r a, ß, y wie früher die auf die rc-, y- und jer-Axe bezüglichen 
instanten verstanden: 



X 

i nun aber: 



/ 



ds = -r-x 



r 3 

, so wird in der That die Gleichung 4. durch die gemachte 
inahme befriedigt, wenn man setzt: 

1 



m = 



^ 3 V«* öV 



er: 
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u = •"' 



1 . ifE (1 - 1\ 

^ 3 \a« coy 
Hiei;{iach verschwindet aber die durch die Masse des in- 
fluencirten Körpers vertheilte fictive Ladung und es bleibt nur 
die über die Oberfläche ausgebreitete ideale Ladung übrig, für 
deren Dichtigkeit sich ergiebt: 

cosa 



-l' + Va-^)! 



Es ist leicht, die gewonnenen Resultate auf den allgemeinen 
Fall auszudehnen, wo die vertheilende Kraft eine beliebige 
Grösse und eine beliebige Richtung hat. Die Grösse der Kraft 
werde durch K bezeichnet, und die Richtung, nach welcher eil 
Südpol von der Kraft getrieben wird, bilde mit den Coordina- 
tenaxen die Winkel A, ft, v. Es kommt alsdann: 

,, „ , cosX,x , cosfi.y 






, cosv .z 



«' 



^ 3 Vy* raV 
Hieraus folgt ferner, wenn zur Abkürzung 

^ I' + T ih - ^)l = '■ 



iresetzt wird: 



=-A 



COS k.cosa , cos fi.cosh , cosv, cos c 

H 7J1 r 



Aus letzterem Ausdrucke lassen sich leicht die folgends zu- 
sammengestellten Beziehungen ableiten. 

In der Hülfsfläche zweiten Grades, deren Axen 2«!, 2ft, 
2yi mit den Inductionsaxen parallel laufen, ziehe man den Ra- 
dius qi, der dieselbe Richtung, wie die vertheilende Kraft, bat. 
In dem Endpunkte jenes Radius lege man eine Berührungsebene 
und lasse auf sie vom Mittelpunkte das Perpendikel pi herab. 
Sodann verschiebe man in der Richtung dieses Perpendikels die 
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ofluencirte Kugel S in eine neue Lage S', so dass ihr Mittel- 

)unkt, unter £ eine verschwindend kleine Grösse verstanden, 

len Weg 

sK 



Piqi 
leschreibt. Die Kugel S werde endlich, wenn — wie wir hier 

nterstellen wollen — die drei Grössen a}, ß^, y'^ positiv sind, 

lit nördlichem magnetischen Fluidum von der cubischen Dich- 

igkeit — gefüllt und mit ebenso dichtem südlichen Fluidum 

c 

erde die Kugel S' gefüllt. Alsdann sind diese beiden magne- 
schen Quanta mit der Ladung der inäuencirten Kugel äqui- 
dent. 

Die Wirkung, welche die magnetisch erregte Kugel von 
JT inducirenden Kraft erleidet, lässt sich durch ein Gegenpaar 
erstellen. Die Ebene dieses Ge^enpaares wird durch die bei- 
)D Linien px und qx bestimmt. Sein Moment ist, unter S das 
olumen der influencirten Kugel, und unter öj den Winkel zwi- 
hen den Linien pi und qx verstanden, gleich: 

Viax 

erlegt man das Gegenpaar nach den Coordinaten- Ebenen, so 
nnmt für seine Componenten: 

S = S^''\ß2 — :^Jcos^cosv, 
H = SK^(— 2 ) cosvcosX, 

Z = SK^ (—j — ^ ) cos X cosfi. 

Die letzten Formeln, mit den analogen Formeln für die 
[agnetisirung eines isotropen Ellipsoides im homogenen magno- 
sehen Felde verglichen, führen zu dem Besultate, dass die in- 
lencirte krystallinische Kugel sich ähnlich wie ein isotropes 
Uipsoid verhält, dessen Axen in die Inductions-Axen der Ku- 
d fallen und von solcher Grösse sind, dass die früher durch 
*, 55^ 6^ bezeichneten Grössen mit den Constanten o^, ß^y y^ 
roportional werden. 

Für das magnetische Moment der inducirten krystallini- 
rhen Kugel findet man endlich: 



232 Magnetische Induction in 

M = 

PiQi 

Die magnetische Induction in krystallinischen Mittehi wurde 
zuerst von Plücker beobachtet und genauer untersucht. Ins 
Besondere hat derselbe die Uebereinstimmung in dem Verhal- 
ten eines im homogenen Felde inducirten Ellipsoides und dem 
einer krystallinischen Kugel durch den Versuch nachgewieaai 
(On the magnetic induction of crystals. Philos. transactioBB 
1858). Unter anderem stellte er Versuche mit einer Kugel an, 
welche aus einem Krystall von ameisensaurem Kupferoxyd hfi^, 
gestellt war, einem paramagnetischeu Stoffe, dessen Krystallij 
form dem monoklinischen Systeme angehört. Der DurchmessaTi 
der Kugel betrug 1 Centimeter. Als Inducent diente der beH 
reits früher erwähnte Elektromagnet, auf dessen Polflächen zwei' 
flache, nach einer Seite aber konisch zugespitzte Eisenstücke, 
so aufgelegt wurden, dass ihre Spitzen einander zugekehrt und 
ungefähr 4 Centimeter von einander entfernt waren. Die Ku- 
gel wurde mittelst eines Coconfadens so aufgehängt, dass ihr 
Centrum mitten zwischen den beiden Polspitzen zu liegen kami 
Annähernd durfte angenommen werden, dass die KraftlinieB 
innerhalb des von der Kugel eingenommenen Baumes unter ein- 
ander und mit der Verbindungslinie der Polspitzen paraM 
waren. Zunächst wurde die Kugel so aufgehängt, dass SM 
leicht erkennbare Spaltungsfläche horizontal lag. Es stellte 
sich alsdann die in krystallographischer und magnetischer ffln 
sieht symmetrische Ebene, welche auf der Spaltungsfläche aeat' 
recht steht und folglich vertical war, senkrecht zur Verbindung»' ' 
linie der Pole. Nachdem die durch diese Stellung bestimmt»; 
symmetrische Ebene auf der Kugel durch einen mit ihr paral- 
lelen grössten Kreis bezeichnet worden, wurde die Kugel so 
aufgehängt, dass dieser Kreis horizontal war, und der DurA* 
messer bezeichnet, welcher sich jetzt in die Verbindungslinie 
der Pole einstellte. Der letzte Durchmesser, welchen wir a 
nennen wollen, gab alsdann offenbar die Richtung der stärksten 
paramagnetischen Induction an, der auf der symmetrischen 
Ebene senkrechte Durchmesser b bestimmte die Richtung mitt- 
lerer Induction und ein auf den genannten senkrechter Durch- 
messer c war der Axe kleinster Induction parallel Plücker 
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•estimmte hierauf die Dauer z^a» ^hy ^c der Oscillationen, 
welche die Kugel um ihre Gleichgewichtslage machte, als sie der 
leihe nach mit den Durchmessern a, i, c senkrecht aufgehängt 
mrde und während der den Elektromagnet umkreisende Strom 
ich nur wenig änderte; er fand in einer von mehreren Versuchs- 
ahen folgende Werthe: 

^a = 2,666, Ji, = 1,132, ^c = 1,224 
Um dies Ergebniss mit den theoretischen Formeln zu ver- 
leichen, bezeichnen wir den Badius der Kugel durch iZ, die 
m Inductions-Axen a, b, c entsprechenden Inductions-Constan- 
n bezüglich durch «,, ^i, y,, da denn «i <; /Ji < yj ist, und 
iden dem Früheren zufolge, indem wir von der Torsion und 
9D Trägheitsmomente der Aufhängungsvorrichtung absehen: 

^S ~ 2i?2 V/3/ yiV' ^ö' ~ 2IP W Yi)' 

1 G_ (\_ _ J^v 

), unter s das specifische Gewicht der Kugel verstanden, zu 
tzen ist: 

BS letzteren Formeln folgt aber: 



id in der That wird dieser Gleichung durch die beobachteten 
'erthe annähernd Genüge geleistet, indem man hat: 

4t + -^ = 0,1407 + 0,6675 = 0,8082, -^T = 0,7804. 

Wir wollen femer der Versuche gedenken, welche Plücker 
it einer Kugel von Eisenvitriol, einer ebenfalls paramagneti- 
hen und zum monoclinischen Systeme gehörigen Substanz, 
igestellt hat. Wie die Kugel aus ameisensaurem Kupferoxyd 
arde dieselbe zwischen die Polspitzen aufgehängt und zwar 
lerst so, dass die symmetrische Ebene horizontal, also eine In- 
ictionsaxe senkrecht lag. Der Durchmesser a, welcher sich 
sdann in die Verbindungslinie der Pole einstellte, wurde be- 
dchnet. Hierauf wurde die Kugel mit eben diesem Durchmes- 
)r senkrecht aufgehängt; in dieser Lage zeigte sie ein indiffe- 
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rentes Gleichgewicht. Der Durchmesser a war also die } 
der grössten Induction und nach den auf jenem senkrech 
Richtungen war die Induction ein und dieselbe und zwar 
Minimum. Als die Kugel nach einem auf a senkrechten Dui 
messer b aufgehängt wurde, ergab sich im Mittel für die Da 
einer Oscillation; 

z/ft = 2,25. 
Für dieselbe Grösse der vertheilenden Kraft ergab sich aber, 
der Durchmesser a mit dem Aufhängimgsfaden oder der D 
axe einen Winkel von 45® bildete, die Oscillationsdauer : 

z/j = 3,U. 
Um die theoretischen Formeln dem beschriebenen Versi 
anzupassen, ist, unter «^ und ßi die Inductions-Constanten 
standen, die den Durchmessern a und b entsprechen, zu set 

«i</3i, ßi=yi' 
Man erhält dann ferner für die Dauer der Oscillationen, we 
der Aufhängung nach b und nach dem unter einem Winke 
geneigten Durchmesser d entsprechen: 

^— 2JB2V«2 ß'^)^ ^i — 2if2 V< ßl)^'''"^ 
wo G und R dieselbe Bedeutung wie oben haben. Es folgt 1: 
aus: 

^b = ^d sin (f , 
welche Gleichung in der That durch die Ergebnisse des Ve 
ches nahe befriedigt wird, indem man hat : 

Ji, = 2,25, Ja sin (f = 2,22. 

Litteratur. W. Thomson. On thc theory of magnetic induction in 
8talline and non-crystalline Bubstauces. Thilos. Magaz 4. ser. Vol. 



VIII. 

BBWEITERUNG DER THEORIE DER MAGNE 

TISCHEN INDUCTION. 



Die auf die Annahme magnetischer Fluida und deren un- 
jBgrenzte Entwickelbarkeit gegründete Theorie der magneti- 
%en Induction, welche wir im Vorhergehenden kennen gelernt 
Üben, führt zu dem Resultate, dass das magnetische Moment 
hes erregten Körpers unter übrigens gleichen Umständen mit 
pai Werthe proportional ist, welchen das Potential oder die 
des Inducenten in einem und demselben, übrigens aber be- 
jen Punkte seines magnetischen Feldes aufweist. Es steht 
aber keineswegs im Einklang mit der Wirklichkeit, wie 
aus Versuchen von Joule (Account of experiments de- 
hmstrating a limit of magnetizability of iron. Philos. Magaz. 
»r aar. Vol. IL) und Müller (Bericht über die neuesten Fort- 
der Physik. 1849), sowie durch die Untersuchungen von 
^eber (Elektrodynamische Maassbestimmungen, ins Besondere 
den Diamagnetismus. Abhandl. der Königl. Sachs. Ge- 
Ibch. d. Wissensch. I.) und Plücker (Ueber das Gesetz der 
duction bei paramagnetischen und diamagnetischen Substanzen. 
iggend. Ann. XCI.) erkannt wurde. Das Moment des inducir- 
ü Magnetismus nähert sich vielmehr einer von der Natur des 
fcreflFenden Körpers abhängigen Grenze, wenn die vertheilen- 
ti Kräfte immer grösser und grösser werden. 

Die Annahme der unbegrenzten Eötwickelbarkeit der mag- 
tischen Fluida muss dem Obigen zufolge aufgegeben werden, 
oin auch die Annahme der letzteren immerhin noch als eine 
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Hülfsvorstellung festgehalten werden darf, und die Theorie der 
magnetischen Induction erheischt eine erweiternde Modificatic 
wodurch sie in den Stand gesetzt wird, die oben erwähni 
Thatsache zu umfassen. Diese Erweiterung scheint schon 1( 
lieh durch eine allgemeinere Annahme über das magnetiscl 
Moment gewonnen zu werden, welches durch eine vertheile 
Kraft in einem einzelnen Molecüle erregt wird, oder in ei 
Körperelemente, wenn eine gegenseitige Einwirkung der Mob-j 
cüle nicht stattfindet. Wir nehmen also an, daas das mi 
tische Moment, welches durch einen Inducenten mit dem Pol 
tiale V in dem Elemente dk eines festen isotropen Körpers 
regt wird, wenn eine gegenseitige Einwirkung der Mole 

-T^j • dk, in 

/dV\ dV 

chem F ( -™ ) eine Function der Kraft jj^ bedeutet, darg( 

werde und dass hierbei die magnetische Axe mit der gei 
ten Kraft parallel werde. XJeber die Function F machen 
femer die Annahme, dass sie ihr Vorzeichen ändert, wenn 
Argument sein Vorzeichen ändert, dass ihr absoluter We 
wächst, wenn der ihres Argumentes zunimmt, dass aber j< 
sich einer constanten Grenze nähert, wenn dieser über alle Gi 
zen hinaus wächst. Für das Potential des im Elemente uni 
den angegebenen Umständen erregten Magnetismus erhalten tfi 
jetzt mit Beibehaltung der früheren Bezeichnungen: 



KdNj 



d 






cosödk. 



Die Bedingungen für das magnetische Gleichgewicht ergel 
sich auf demselben Wege, welcher im vierten Capitel ei 
schlagen wurde. Es sei wiederum ü dasjenige Potential, weiß! 
in dem einzelnen Elemente des influencirten Körpers, wenn ei 
gegenseitige Einwirkung der Molecüle nicht stattfindet, de 
ben magnetischen Zustand hervorrufen würde, wie er, nachd 
magnetisches Gleichgewicht eingetreten, wirklich vorhanden ist 
Alsdann kann die Kraft, welche seitens des im Körper induci^ 
ten Magnetismus auf das einzelne Molecül einwirkt — von dett 




der magnetischen Induction. 287 

Magnetismus des Molecüles selbst abgesehen — angesehen wer- 
f den als die Resultante der Kraft des Potentiales: 

der Bjraft: 

le letztere dieselbe Richtung, wie die der Potentialfunction 

entsprechende Kraft, hat. 

Die Bedingung für das Gleichgewicht des Magnetismus be- 

it nun endlich darin, dass die Resultante aus der Ejraft des In- 

mten und der soeben näher bestimmten Kraft, welche von dem 

»rhalb eines Molecüles im magnetisirten Körper auftreten- 

Magnetismus herrührt, der Kraft des Potentiales U in der 

m Ausdehnung des Körpers gleichkommen muss. Sobald 

gelungen ist, die Function P zu bestimmen, für welche jener 

lingung genügt wird, ist auch hiermit der magnetische Zu- 

id des influencirten Körpers bestimmt. Ins Besondere ergiebt 

^h für das Potential des inducirten Magnetismus: 

dU 
Wenn der absolute Werth der fictiven Kraft -rr^ in der gan- 

dvl ® 

KU Ausdehnung des influencirten Körpers kleiner und kleiner 

//7 7T\ /7 TT 

irird, so nähert sich offenbar der Quotient F (j^jj) : 7^? i^»»!!©^ 

Punkten des Körpers einem und demselben Grenzwerthe. Jenes 
tritt aber im Allgemeinen ein, wenn die vertheilende Kraft des 
Inducenten kleiner und kleiner wird. Aus diesem Grunde wird 
es gestattet sein, im Allgemeinen bei schwächeren Kräften und 

in erster Annäherung für die Function F die Form — • -^ an- 
zunehmen — unter cc eine Constante verstanden — oder in an- 
deren Worten, die früher entwickelte Theorie der magnetischen 
Induction als eine erste Annäherung gelten zu lassen. Solches 
bestätigt auch, wie schon aus einem Theile der früher bespro- 
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ebenen Versuche erhellt, die Erfahrung, und es wird daher j 
Theorie für viele Fälle einen besondern Werth behalten. 

Wenn dei- absolute Werth der vertheilenden Kraft in 
ganzen Ausdehnung des magnetisirten Körpers über alle G; 
zen hinaus wächst, so nähert sich der Werth des Quotie: 

-^ : j^ der Einheit. Zugleich nähert sich das absolute m 

tische Moment eines Elementes dk dem absoluten Werthe 
F (co) dk und seine magnetische Axe bezüglich der Rieh 
der vertheilenden Kraft oder der gerade entgegengesetzten 
tung. Endlieh nähert sich das Potential des inducirten M; 
tismus, wenn ö den Winkel zwischen r und der vertheilen* 
Kraft an der Stelle des einzelnen Elementes bedeutet, dem G 
werthe: 

Wir wollen hier die erv^piterte Theorie der magnetische 
Induction auf ein Ellipsoid anwenden, welches dmch eine 
einer seiner Axen parallele Kraft magnetisirt wird. Der 
fangspunkt der Coordinaten werde in den Mittelpunkt des Ellq 
soides gelegt und die x-Axe in die Axe, mit welcher die ve 
theilende Kraft parallel ist. Die Länge dieser Axe sei 2 a, 
vertheilende Kraft K und diese so gerichtet, dass: 

V = Kx. 
Machen wir die Annahme: 

so besteht die Kraft, welche auf ein einzelnes Molecül seite* 
des in allen übrigen Molecülen enthaltenen Magnetismus ein- 
wirkt, aus den Kräften der Potentiale: 



.2 ^^'- 




(1) 



- wi) • ,^/ COS ddk, :r- ' F( — m) x, 

dN ö ^ ' 

Da aber F ( — m) = — F (ni) ist, und da man mit Beibehal- 
tung der früher bei Betrachtung der Induction in einem Ellip- 
soide gebrauchten Bezeichnung für die im Innern des Ellipsoid^s 
gelegenen Punkte 



/ 



cosd ^^ A 
— — dk = — • X 
r2 a 
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t, so kann man für die beiden letzten Potentialfunctionen 
treiben : 

— F(m)x, -^ . F(m)jr. 

^enn nun die über U gemachte Annahme zulässig sein soll, so 
nss im Hinblick auf die für das Gleichgewicht aufgestellte Be- 
bgung in der ganzen Ausdehnung des Ellipsoides sein: 

A A.tr 

Kx • F{m)x -I — r- • F{m)x = mx -j- const. 

CL ö 

\ der That wird aber diese Gleichung befriedigt, wenn man 

I » = Jr+(^-4).F(»). 

le in der früheren Theorie ergiebt sich also auch jetzt, dass 
18 Ellipsoid gleichförmig magnetisirt ist. Für das Potential 
8 inducirten Magnetismus erhält man aber nunmehr: 



T=-F(m)f^dk, 



id hieraus folgt für das magnetische Moment, unter E das 
Diomen des Ellipsoides verstanden: 

M=E.F(m). 
k obigen Betrachtungen lassen sich leicht auf den Fall aus- 
shnen, wo die Richtung der vertheilenden Kraft nicht mit 
ner Axe des Ellipsoides parallel, sondern eine ganz beliebige 
b. 

Mittelst der für die Grössen m und M aufgestellten For- 
dn kann man aus zu einander gehörigen Werthen von K und 
fm einander gehörige Werthe der Function F und ihres Ar- 
tmentes ableiten. Bei einer Kugel mit dem Volumen S würde 

in ohne Weiteres finden: 

M 

m = K, F(m) = -^ • 

r ein Rotations-Ellipsoid aber, welches durch eine mit seiner 
tations-Axe parallele Kraft magnetisirt wird, hat man: 

•, unter 6 den reciproken Werth der numerischen Excentrici- 
; verstanden, zu setzen ist: 
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vi- 



(J- 1 

Unter den vorliegenden Versuchen gestattet eine Ba 
von Weber a. a. O. mitgetheilten Beobachtungen die 
düng obiger Formeln. Derselbe bestimmte auf dem im 
über den Diamagnetismus angedeuteten Wege die magn 
Momente, welche in einem cylindrischen Eisenstabe v< 
Centimeter Länge, 0,36 Centimeter Dicke und 8,19 Gra 
wicht durch verschiedene mit der Axe parallele Scheidun 
hervorgerufen wurden. Unter anderen erhielt Weber 
zu einander gehörige Werthe der vertheilenden Krafi 
des inducirten Magnetismus, ausgedrückt dm*ch die von 
wählten Einheiten. 



K 


M 


65,9 


746,2 


155,1 


1219,4 


264,6 


1398,8 


318,6 


1464,1 



Substituirt man nun an die Stelle der cylindrischen Fi 

Eisenstabes die eines gestreckten Rotations*Ellipsoides v 

chem Inhalt, dessen Rotations- Axe sich zum Aequatoi 

verhält, wie die Länge l des Stabes zu seiner Dicke 

wird: 

s = 3905 . 10-6. 

Hiemach und da sich für die Grösse dH aus dem absolu 
specifischen Gewichte des Stabes der Werth 1,3403 be 
ergeben sich folgende zu einander gehörige Werthe der I 
F und ihres Argumentes m. 



m 



F(m) 







3000,4 


708,8 


4950,5 


1158,4 


5765,5 


1328,8 


6076,3 


1390,8 
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Nach der Hypothese der unbegrenzten Entwickelbarkeit der 
netischen Fluida ist der Quotient m : F (m) für einen und 
elben Körper constant und zwar nach der von uns gebrauch- 
Bezeichnung gleich a^, oder 4n {3 — 2 x) : 3 x, also beim 
Q, wenn wir für x den Werth 0,9977 annehmen — den 
sten, welcher uns bei Versuchen mit kleineren Scheidungs- 
ben entgegentrat — gleich 4,22. In Wirklichkeit aber steigt 
• Quotient für die oben gefundenen Werthe des Argumentes 

4,23 bis 4,37. Wir schliessen hieraus im Hinblick auf die 
retischen Formeln, dass das magnetische Moment, welches 
iner Kugel aus Eisen durch eine von Kuli ausgehende und 
isende Scheidungskraft inducirt wird, selbst bis zu einem 

beträchtlichen Werthe der letzteren mit dieser proportional 
^t, während sich bei einem gestreckten Ellipsoide eine um 
ädeutendere Abweichung von der Proportionalität offenbart, 
rösser seine Excentricität ist. Dies Ergebniss steht insofern 
der Erfahrung im Einklang, als aus den oben citirten Ver- 
en von Müller geschlossen werden muss, dass das magne- 
le Moment, welches in einem cylindrischen Eisenstabe durch 

mit seiner Axe parallele Kraft erzeugt wird, mit zunehmen- 
Kraft um so rascher sich seinem Maximumswerthe nähert, 
ünner bei gleichbleibender Länge der Stab ist. 
Indem wir den Leser wegen weiterer theoretischer Betrach- 
;en, die mehr oder weniger direct auf eine Ermittelung der 
ction F hinzielen, auf die oben erwähnten Abhandlungen 
Plücker und Weber verweisen, heben wir noch hervor, dass 

der Zusammenhang zwischen der von uns durch F bezeich- 
3n Function und der von Kirch hoff in der folgends citirten 
landlung bei Erweiterung der Poisson'schen Inductionstheo- 

eingeführten und gleichbezeichneten Function wie folgt 
stellt, wenn wir hier die letztere durch O und ihr Argument 
ch u bezeichnen: 

u = m ^F(m), uO{u) = F(m). 

tteratur. Kirchhoff. Ueber den inducirten Magnetismos eines unbe- 
grenzten Cylinders von weichem Eisen. Cr eile's Journal f. reine und 
angew. Mathem. Band XLVIII. 
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IX. 
VON DER COERCrnVKRAFT. 



Viele Körper kehren, wenn sie der Wirkung einer vertei- 
lenden Kraft ausgesetzt und hierauf derselben wieder entzogen 
werden, in ihren ursprünglichen neutralen Zustand nicht mehr 
zurück, sie behalten vieiraehr eine gewisse magnetische Ladung, 
mit welcher sie im Stande sind, die Rolle permanenter Magnete 
zu spielen. Zu jenen Körpern, die sich in Bezug auf den Mag- 
netismus analog wie die Halbleiter oder unvollkommenen Isola- 
toren in Bezug auf die statische Elektricität verhalten, gehöri 
der gehärtete Stahl, welcher die erwähnte Eigenschaft in be- 
sonders aufialliger Weise offenbart, und sich daher auch 20 
Herstellung permanenter Magnete besonders eignet. 

Man erklärt das Verhalten der gedachten Körper durch & i 
Annahme, dass sie einer jeden vertheilenden Kraft eine Widflf 
Stands- oder Coercitivkraft entgegensetzen, die übrigens nur 
bis zu einem gewissen von der Natur des betreffenden Körpers 
abhängigen Grenzwerthe ansteigen kann. Um bei dieser An- 
nahme die Bedingungen für das magnetische Gleichgewicht einei 
Körpers der fraglichen Art, welcher der Wirkimg eines Inducen- 
ten ausgesetzt wird, zu gewinnen, mögen folgende Bezeichnun- 
gen eingeführt werden. Es seien X, F, Z die mit den Axen 
eines rechtwinkligen Coordinaten-Systems parallelen Componen- 
ten der vertheilenden Kraft, X', Y\ Z die Componenten de' 
Kraft, mit welcher der im Körper enthaltene Magnetismus auf 
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einzelne Molecül einwirkt. Ferner sei U die Potentialfuno- 
, welche in dem einzelnen Körperelemente, wenn keine Coer- 
kraft vorhanden wäre, und eine gegenseitige Einwirkung 
Molecüle nicht stattfände, denselben magnetischen Zustand 
orrufen würde, wie er wirklich stattfindet. Die dem Poten- 
entsprechende Kraft liefere nach den Coordinaten-Axen 
^Komponenten 3f, g), 3- Endlich seien f, iy, f die Componen- 
ier Widerstandskraft und das Maximum der letzteren werde 
1 r bezeichnet. Für den Fall des Gleichgewichtes müssen 
.nn folgende Gleichungen bestehen: 

lies muss sein: 

S* + ^' + S:* ^ r». 

bemerke noch, dass sich die Componenten X, F, Z durch 
Potential des Inducenten, 3f, 3), 3 durch das Potential U be- 
nen. Die Componenten X\ Y^ Z* aber sind die der Kraft, 
[le resultirt aus der Kraft des Potentiales: 

. ^-.^ COS 8 die 
^ «N 

der Kraft: 

3 ^ \d3l) 
Die obigen Gleichungen gehen, wenn |, iy, l verschwinden, in 
»oigen über, welche für das magnetische Gleichgewicht der 
)er ohne Coercitivkraft gelten, nämlich in folgende: X-|-X' 
:, Y ^ Y' = ^y Z -{- Z' =1 3. Lassen wir aber die ver- 
ende Kraft verschwinden, so kommt für das Gleichgewicht 
in eitlem permanenten Magneten enthaltenen Magnetismus: 

letzteren Gleichungen ersehen wir, dass jede Magnetisirung, 
sie in einem Körper ohne Coercitivkraft durch einen In- 
mten erzeugt wird, für den Fall, dass dem Körper Coerci- 
:raft beigelegt wird, permanent werden kann, wofern nur in 
lem Punkte des Körpers die vertheilende Kraft grösser als 
t. Die letzten Gleichungen gehen nämlich, wenn man für 
', 5 bezüglich X, Y, Z einsetzt, in die für das magnetische 
ichgewicht eines Körpers ohne Coercitivkraft über. 

16* 
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Es darf aber aus der gemachten Bemerkung keineswegs der 
Schluss gezogen werden, dass die magnetische Ladung, welche 
in einem ursprünglich neutralen Körper durch einen Inducent^ 
hervorgerufen wird, nach Erlöschen der vertheilenden Kraft ab 
permanente Ladung zurückbleibe, wofern nur jene Kraft in der 
ganzen Ausdehnung des Körpers das Maximum der Coercitiy- 
krafb nicht übertreffe. In der That involviren die aufgestellten 
Gleichungen keine bestimmte Annahme über eine Beziebimg 
zwischen den Kräften |, iy, g und 3^, g), 3- Uebrigens lehrt die 
Erfahrung, dass das Moment des permanenten Magnetismus, wel* 
eher z. B. in einem cylindrischen Stabe aus gehärtetem Stab] 
durch eine mit der Axe parallele Scheidungskraft hervorgerufen 
wird, stets nur einen Bruchtheil des Momentes des tempon 
Magnetismus ausmacht, der sich während der Wirkung der 
nannten Kraft offenbart. Das Verhältniss zwischen dem tei 
porären und permanenten Moment ist von der Grösse der vi 
theilenden Kraft abhängig. Als Beleg hierfür erwähnen wir 
Versuche, welche Wiedemann (Die Lehre vom Galvanis 
imd Elektromagnetismus. 1861.) über die Abhängigkeit zwisci 
den genannten Momenten und der magnetisirenden Kraft 
gestellt hat. 

Wenn ein mit Coercitivkraft versehener, ursprünglich 
traler Körper in einem homogenen magnetischen Felde 
wird, und wenn hierauf die vertheilende Kraft erlischt, so 
det nach Obigem stets eine theilweise Wiedervereinigung 
getrennten Magnetismen statt. Die Kraft, womit die 
Magnetismen sich zu vereinigen streben, hat unmittelbar 
dem Erlöschen der vertheilenden Kraft die Componenten 
u. s. f. oder — (X-j-^-f-l) n. s. f. Sie ist im Allgemeinen 
einem Punkte des Körpers zum andern in Grösse und Richi 
verschieden. Wenn aber die vertheilende Kraft grösser 
grösser wird, so nähert sich jene Kraft einer Grenze und 
Richtung nähert sich der der vertheilenden Kraft entgCj 
setzten Richtung. Hiemach steht zu erwarten, dass nach 
hergegangener Erregung duich eine sehr grosse Kraft ein 
manenter Zustand auftrete, wobei die Widerstandskraft, w 
sich der vollständigen Wiedervereinigung der getrennten 
tismen entgegensetzt, in allen Theilen des Körpers gleich 
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lämlich gleich dem Maximum x der Coercitivkraft, mid mit 
ler ursprünglich thätigen Scheidungskraft gleichgerichtet seL 
)ie Magnetisirung ist dann nahe dieselbe, wie wenn der Körper 
leine Coercitivkraft besässe und durch eine der Scheidungs- 
Taft parallele Kraft r influencirt würde. Durch die Erfahrung 
rissen wir auch, dass das permanente Moment, welches z. B. 
1 einem cylindrischen Stabe aus gehärtetem Stahl durch eine 
lit der Axe parallele Scheidungskraft erzeugt wird, schliesslich 
inen Qrenzwerth erreicht, wenn jene Kraft zunimmt, imd durch 
reitere Zunahme der letzteren nicht mehr vergrössert wird. 

Man sagt alsdann bekanntlich von dem Stabe, dass er bis 
nr Sättigung (permanent) magnetisirt seL Dass aber die Art 
^ Magnetisirung eines solchen Stabes wenigstens annähernd 
e oben näher bezeichnete sei, darf aus dem geschlossen wer- 
n, was früher über die Vertheilung des Magnetismus in einem 
lindrischen Stabe ohne Coercitivkraft gesagt wurde. 

Es möge hier noch die Bemerkimg Platz finden, dass das 
>ment eines permanenten Stahlmagneten im Verlaufe der Zeit 
ten Verlust erleidet, schliesslich aber merklich constant bleibt, 
x^h Hansteen's Untersuchungen (Lamont, Magnetismus der 
de. Dove's Repertorium der Physik. Band VII.) lässt sich 
3 Moment als Function der Zeit durch die Formel; 

A -f Be-^' 
rstellen, wo -4, 5, ife drei von dem Magneten abhängige Con- 
Uten sind, t die Zeit und e die Basis der natürlichen Logarith- 
n bedeutet. 

Bevor wir unsere Betrachtungen über die magnetischen 
jcheinungen beschliessen, müssen wir noch des Einflusses ge- 
iken, welchen die Temperatur auf dieselben äussert. Von 
1 über diesen Gegenstand vorliegenden Beobachtimgen, die zum 
eil schwer miteinander zu vereinbaren sein dürften, wollen 
r uns hier begnügen nur einige wenige mitzutheilen. Plücker 
eber das Gesetz, nach welchem der Magnetismus und Dia- 
kgnetismus von der Temperatur abhängig ist. Pogg. Ann. 
LKV.) fand, dass die anziehende Kraft, welche ein induciren- 
r Magnet auf ein Stück dünnes Eisenblech ausübte, von 
,095«' bis zu 104,125^ anwuchs, während imter übrigens gleich- 
^ibenden Umständen die Temperatur des Eisenbleches von 
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330^ bis 39^ abnahm. Die Anziehung, welche eine Schicht von 
pulverisirtem Nickel erlitt, stieg von 2fi«^ auf 718', während die 
Temperatur von 331^,56 bis 32^,5 sank. Die Abstossung, welche 
eine Masse Wismuth erlitt, nahm von 0,055^ bis 0,995«^ zu, wäh- 
rend sich das ursprünglich geschmolzene Wismuth von 3iP,56 
bis 1480,75 abkühlte. 

Auch der permanente Magnetismus wird bekanntlich von 
der Temperatur beeinflusst. Das magnetische Moment eines 
Stahlmagneten nimmt imter anderen nach Lamont (Magnetis- 
mus der Erde. Dove's Repertorium der Physik. Band VII.) bei 
der Erwärmung an Grösse ab; es wächst wiederum bei der Ab- 
kühlung, ohne jedoch im Allgemeinen seinen ganzen ursprüngli* 
chen Werth wieder zu erlangen, wenn die Temperatur dieselbe 
wie am Anfange wird. Diese Angabe bezieht sich auf Tempe- 
raturen innerhalb des Fundamentalabstandes. Für die gewöhn- 
lichen Schwankungen der Temperatur ist es gestattet, die ge- 
ringen Aendenmgen des magnetischen Momentes mit den Aen- 
derungen der Temperatur proportional zu setzen, hierbei unter- 
stellt, dass der magnetische Zustand bei constanter Temperatur 
ebenfalls merklich constant sei; letzteres tritt aber erst eii^ 
nachdem eine kürzere oder längere Zeit seit dem Magnetisirei 
verstrichen ist. 

Es möge endlich noch ausdrücklich erwähnt werden, d 
derEinfluss der Temperatur bei den früher erörterten Versuch 
die sich auf gewöhnliche Temperaturen beziehen, nicht berück' 
sichtigt zu werden braucht. 



ELEKTRODYNAMIK. 



I. 

rON DER WECHSELWIRKUNG ELEKTRISCHER 

STRÖME. 



1. Ableitung der Ampöre'solien Formel für die 
(^ecliselwirkiuig zweier Stromelemente aus der Weber'- 
3lieii Fundamental - Formel für die Wechselwirkung 

elektrischer Massen. 

Die Kraft, mit der eine ruhende elektrische Masse auf eine 
^eite ebenfalls ruhende elektrische Masse einwirkt, liefert 
ach den Axen eines rechtwinkligen Raum-Coordinatensystemes 
Komponenten, welche sich als partielle Differentialquotienten 
es Fotentiales der gedachten Massen in Bezug auf einander 
Äch den Coordinaten der einen oder der anderen Masse dar- 
tellen lassen. Bezeichnen wir die Massen durch g, ^, ihre 
üntfemung durch r, ihre Coordinaten durch x, y, e und a/, j/, e\ 
hat man für die Componenten der Kraft, mit welcher die 
lasse ^ auf die Masse g einwirkt: 

dx ^ dy ' di2 ^ 

^o zu setzen ist: 

r = V{x^o(fy + {y- y'r + (^- ^T- 

ßie obigen Formeln gelten nicht mehr, sobald eine der Mas- 
sen oder die eine und die andere Masse sich in Bewegung be-» 
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findet. Es scheint vielmehr zui Erklärung der elektrodynami- 
schen Phänomene, der Erscheinungen, welche bei der beweg- 

ten Elektricität auftreten, an die Stelle des Potentiales — der 

r 

einen Masse in Bezug auf die andere der folgende Ausdruck in j 

die oben aufgeführten Formeln eingesetzt werden zu müssen: 

in welchem Ausdrucke ö die relative Geschwindigkeit der elekiri- 
sehen Massen in der Richtung ihrer Verbindungslinie und A eioa 
Constante bedeutet. Die Grösse )) rechnen wir positiv, wena 
sich beide Massen von einander entfernen, und alsdann ist, mi* i 
ter t die Zeit verstanden: ; 

dr 

""-dt- 

Durch die angegebene Erweitenmg finden wir: 

dx 




= ('^ + '-'^ [t • r: - SD 



dr 
dx 

Analoge Ausdlrücke ergeben sich für die beiden übrigen Gom-J 
ponenten Y und Z. 

Die Einwirkung, welche die Masse q seitens der Masse 
erleidet, stellt sich also auch hier durch eine Kraft dar, welcl 
in die Verbindungslinie der Massen fällt; für ihre Grösse al 
hat man: 

Es ist dies die Fundamentalformel, welche Weber für die] 
Wechselwirkung elektrischer Massen aufgestellt hat; sie schliessi 
als besonderen Fall das Gesetz für die Wechselwirkung ruhen- 
der Massen in sich ein. 

Ehe wir die obigen Ausdrücke in Anwendung bringen, wol- 
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len wir denselben eine andere, für die Folge bequemere Form 
geben. Wir bezeichnen durch v, v' die Geschwindigkeiten der 
elektrischen Massen, durch a, /3, y und a\ ß\ y* die Winkel, wel- 
che die Richtungen der Geschwindigkeiten mit den Axen der 
«, y, e bilden. Femer seien a, 6, c die Winkel, welche die Linie 
r, solche in der Bichtung von q! nach q hin genommen, mit 
den Axen bildet. Die Winkel zwischen den Richtungen von 
», v^ und der von r seien d, 8\ und 6 sei der Winkel zwischen 
den beiden Richtungen der Geschwindigkeiten. Endlich mögen 
I die beschleunigenden Kräfte, wie sie sich aus der Bewegung 
i der Massen ergeben, d. h. die Kräfte, deren Componenten durch 
F die zweiten Derivationen der Coordinaten nach der Zeit dar- 
L gestellt werden, durch N und N\ sowie die Winkel, die sie mit 
t der Richtung von r bilden, durch v und i/ bezeichnet werden, 
i Man hat alsdann: 

r= r (vcosS — v'cosd'), 

\dt) 

fdz dz'V 



/dry , dV _ /dx _ d^Y i {dy_ dy^\ 
ßt) "+"^ dt^ ~\dt dt) '^\dt dt) 



+ \dt dt) 

= t;2 4" v''^ — *^vv' cosO + r {Ncosv — ITcosv'), 
Durch Substitution obiger Ausdrücke findet man : 

— ^{vcosS — v'cosd'y + ^r (Ncosv — ITcosv')], 

Die Ausdrücke für die beiden übrigen Componenten T", Z 
werden aus dem Obigen erhalten, wenn man an die Stelle von 
a bezüglich b oder c treten lässt. 

Wir wenden uns jetzt zur Herleitung der Formel, welche 



252 Von der Wechselwirkung 

Ampere, auf die Ergebnisse mannigfacher Versuche gestützt, 
zur Erklärung der Wechselwirkung zwischen linearen elektri- 
schen Strömen aufgestellt hat. Unter einer linearen elektri- 
schen Strömung verstehen wir aber die Bewegung elektrischer 
Massen in einem linienförmigen Leiter nach der Längenrich- 
tung des letzteren. Wir werden in der Folge nur constante 
elektrische Ströme betrachten, d. h. solche, bei welchen durch 
jeden Querschnitt während einer gegebenen Zeit gleiche Men- 
gen positiver oder negativer Elektricität in gleicher Richtung 
hindurchfliessen, so dass nirgends weder eine Ansammlung, noch 
eine Abnahme der Elektricität eintreten kann. Zur Vereinfa- 
chung der Betrachtungen adoptiren wir die Vorstellung, dass 
durch jeden Querschnitt eines Stromes fortwährend entgegen- 
gesetzt gleiche Mengen Elektricität nach entgegengesetzten 
Bichtungen hindurchfliessen und dass folglich gleichzeitig zwei 
nach entgegengesetzten Richtungen vor sich gehende, gleich 
starke Strömungen, eine Strömung positiver und eine Strömung 
negativer Elektricität, oder, wie wir kürzehalber sagen wollen, 
eine positive und eine negative Strömung, auftreten. Auch unter- 
stellen wir, dass die Geschwindigkeit der Strömung für den 
einzelnen Strom sowohl in Bezug auf den Ort, als auch in Be- 
zug auf die Zeit constant sei. Unter der Richtung eines Stro- 
mes werden wir die der positiven Strömung und unter Strom- 
quantum das Quantum positiver Elektricität verstehen, welches 
während der Zeiteinheit durch den Querschnitt hindurchfliessi 
Wie wir in der Folge sehen werden, treten bei einem Lei- 
ter, welcher von einem constanten elektrischen Strome durch- 
flössen wird, neben der in Bewegung begriffenen Elektricität 
auch noch relativ ruhende elektrische Massen auf, welche über 
die Oberfläche des Leiters verbreitet sind. Die Wirkungen die- 
ser Massen heben aber theils bei den zunächst zu betrachtenden 
Phänomenen einander auf, theils sind dieselben gegen die 
Wechselwirkungen zwischen den fliessenden elektrischen Massen 
zu vernachlässigen. Es kommen daher nur die letzten Wir- 
kungen in Betracht, und diese treten dadurch, dass sie sich auf 
die ponderable Materie der Strornträger übertragen, in die Er- 
scheinung. Da die Kräfte, welche zwei elektrische Quanta auf- 
einander ausüben, stets entgegengesetzt gleich sind, so heben 
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ch auch die Kräfte, welche zwischen den Theilen eines und 
3sselben Stromes thätig sind, unter einander auf, wenn, wie 
ir im Allgemeinen annehmen werden, die Stromträger unbieg- 
im sind. 

Es seien nun ds und ds^ zwei Stromelemente, durch deren 
uerschnitte während der Zeiteinheit die Quanta J und tP po- 
üver Elektricität mit den Geschwindigkeiten v und t/ hin- 
orchfliessen. Alsdann leuchtet ein, dass fortwährend in dem 
raten Elemente die elektrischen Quanta: 

H ds und dSy 

nd in dem zweiten Elemente die Quanta: 

-1 — r ds' und r ds' 

orhanden sind. Femer bemerke man, dass, weil die Fort- 
•flanzungsgeschwindigkeit der Elektricität in jedem der beiden 
Ifcröme als constant unterstellt wird, die Kräfte N und N* senk- 
echt auf die Stromcurven zu stehen kommen, und dass die- 
elben sich daher wie folgt ausdrücken, wenn R und R' die 
Jümmungsradien jener Curven an der Stelle der Elemente 
edeuten: 

[iemach ergiebt sich dem Früheren zufolge für die X-Compo- 
ente der Kraft, welche das in ds* enthaltene positive Quan- 
UD auf das gleichnamige Quantum in ds ausübt: 
^JtTdsds* cosail • «/ „ , i« o ^ m o/ jk^ / sii\^ 

+ 2r {^ cosv — ^ cosi/J^, 

'0 sich also die Grössen ö, S und ö' auf die Richtungen bezie- 
en, nach welchen sich die positiven Massen oder die positiven 
iröme bewegen. Bezeichnen wir den obigen Ausdruck durch 
(-{- g, + S') > den entsprechenden Ausdruck für das positive 
tuantum in ds und das negative Quantum in ds' durch 
(-f g, — gf) u. s. f., so erhalten wir für die X-Componente 
er Wirkung, welche die beiden in ds' enthaltenen Quanta auf 
ie beiden in ds enthaltenen Quanta ausüben: 
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X=/(+g, + 3')+/(+g.-3') + /(-g, + s')+/(-a,-9'). 
Die AusrechnuDg liefert: - 

X = — ^XJ.iXJ' ,dsds* — 5- (cos ö — I cos Ä cos Ä')- 

Hieraus ergiebt sich endlich für die Kraft, welche das Element 
ds! auf das Element ds in der Richtung von ds nach ds' aus- 
übt, wenn noch die Grössen 4A J" und 4Ae7', die sogenannten 
Intensitäten der Ströme, durch i und i' bezeichnet werden, fol- 
gender Ausdruck: 

I. a = 5 (cosQ — \coso coso'). 

Dies ist die von Ampere aufgestellte elektrodynamische I 
Formel. Es können derselben noch einige andere bemerkens- 1' 
werthe Formen gegeben werden, welche in der Folge Anwen- I 
düng finden und daher hier aufgeführt werden sollen. 

Aus der Betrachtung eines körperlichen Dreiecks, dessen 
Kanten mit den Richtungen der Elemente und ihrer Verbin- 
dungslinie parallel sind, ergiebt sich, wenn s den Winkel be- 
zeichnet, den die beiden durch je ein Element und die Verbin- 
dungslinie der Elemente bestimmten Ebenen einschliessen : 

cosd — cosS cosd^ 

cos s = ' s ' ^, 

sind stno 

Hiemach ist: 

n. 21 •= (cos e sind sinÖ' — l cosS cosS'). 

Die Grössen r, ö, d' und s kann man als Functionen der Bogen , 
auffassen, welche die Lage der Elemente auf den linearen Strö- >, 
men bestimmen und die wir in der Strömungsrichtung der po- 
sitiven Elektricität nehmen wollen. Man hat alsdann, wie man 
leicht einsieht: 

1.) dr = — ds' cosö\ 2.) dr = ds cosS. 
Betrachtet man feiTier das körperliche Dreieck, dessen Kanten 
parallel sind mit der Linie r, welche die Anfangspunkte d& 
Elemente verbindet, mit der Richtung des Elementes ds' und 
mit der Linie, welche den Anfangspunkt des letzten Elementes 
mit dem Endpunkte von ds verbindet imd die mit ds' den 
Winkel 8\ und mit r den Winkel ^ bilde, so kommt: 

COSS sinil^ sind' = cosdi' — cosil^ cos 8'. 
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st aber, wenn man zur Grenze übergeht: 

. . sindds ^ , 
^ stnif = , cost = 1 ; 

ich hat man: 

ds coss sind sinS' = r (jcos8\ — cosS'). 
er ist wegen der Gleichung 1.): 

cosai — cos(y = — smo' -^— ds = — - — ^-- ds, 

ds dsds 

somit: 

d^r 



3.) cos e sin ö sin ö' = — r 



dsds* 

Vlit Rücksicht auf die Gleichungen 1.)bis3.) kann man nun 

n: 

ii'dsds' /l dr dr d^r 



r2 



/l dr dr d^r \ 

\"2 ' ds M?' '^^dsJs'J 

^K''fel ii'dsd^ K'^''^) 



ii'ds ds' 

7f* ds ~ rV* ds' ' 

auch : 

in 2t _ 2ti^dsds^ d^Vr 

Yi- dsds* 

i^ür die Anwendung der Ampere 'sehen Formel ist oft die 
rkung von Vortheil, dass man jedes der beiden Stromele- 
j in ähnlicher Weise wie eine Kraft in Componenten zer- 
kann, ohne die resultirende Wirkung zu ändern. Ins Be- 
re kann man das Element d s durch drei an derselben 
wie ds befindliche, mit den Axen parallele Elemente mit 
tromintensität i ersetzen. Die Längen dieser Componen- 
rerden durch die absoluten Werthe und die Richtungen 
Ströme durch die Vorzeichen der Ausdrücke: 

dx =z cosa ds y dy = cosß ds , d js = cosy ds 
Qmt. Ebenso lässt sich ds* in drei Componenten mit der 
sität i' zerlegen, für welche man hat: 
laf = cosu* ds* , dy* = cos ß* ds* , djs* = cosy* ds*. 

ratur. Ampere: Theorie des phenomenes eleciro-dynamiques, uni- 
lement d^duite de Texperience. 1826. — Weber: Elektrodynamische 
aassbestimmungen. 1846. 
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2. Von der Weoliselwirkung zwischen linearen elektri- 

solien Strömen. 



a. Wirkung zwischen einem Strome und einem Strom- 
elemente. 

Die Kraft, welche ein linearer Strom S' auf ein Stroin- 
element ds ausübt, ist die Resultante der Kräfte, welche die 
einzelnen Elemente ds' des Stromes auf das Stromelement aus- 
üben. Es seien nun Sy' und S2 die Bogen der Stromeurve für 
die Endpunkte des Stromes, und es sei Si kleiner als s^, so dass. 
sich die positive Elektricität von dem Endpunkte mit dem Bo- 
gen Si' nach dem Endpunkte mit dem Bogen S2 hinbewegt, da 
wir stets die Bogen in der Richtung der positiven Strömung 
rechnen. Alsdann hat man für die X-Componente der Kraft^ 
welche der Strom S' auf das Element ds ausübt, wenn im 
üebrigen die frühere Bezeichnungsweise beibehalten wird: 

*2' 



r dir- '-4^1 



X=-Z%cosa=ii' ds / r-V. :;! ^ """ .l^dsf. 

dsr coso 

Durch theilweise Integration ergiebt sich hieraus: ' 

2X cosih cos 02 cos Oq cos dl /*cosdd(cosa) — cosad{coso) 



■ß 



ii'ds ^2 Ti J r 

Hier bedeuten a^ ^1, «"i die Werthe der Grössen a, d^r &t 
den Endpunkt des Stromes mit dem kleineren Bogen Si', wäh- 
rend sich a2, S29 r2 auf den Endpunkt mit dem Bogen S2' bezie* 
hen. Die Incremen te d (jcos d) , d (cos d) entsprechen dem Incw- 
mente ds' des Strombogens s'. 

Aus den Relationen: 

rcosa = x — ^', rcosh = y — y\ rcosc =-0 — -er', 
cos d = cosa cosa -\- cos ß cosb -^ cos y cos c 
erhält man durch Differentiation in Bezug auf die Veränder- 
liche s' für das in dem gefundenen Ausdrucke unter dem Inte- 
gralzeichen stehende Differential: 






■>' 



.1' 



f;- 
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)S ß [cos b d (cos a) — cosa d (cos b)] + cos y \cos c d (cos d) 

— cos ad (cosc)yi 
. ^ös ö ^^^^ ^y" ~ cosbd z' cosa dzf — cosc dod 



r2 
Hierfür kann man aber setzen: 



Es ist daher auch: 



-|- cos y 



<i).. <7) 



da/ 



d/ — 



dl/ 



daf : 



X. j icos Oj cosdj 



cosai cos Öl 






i) 



dx' 



i.' 






d^ 



(Venn der elektrische Strom S' in sich geschlossen ist, d. h. 

. seine Endpimkte zusammenfallen, so verschwindet in letz- 

1 Ausdrucke der neben den Integralen auftretende Theil. 
erhält alsdann zunächst für die Componente X und hier- 
durch cyclische Vertauschung der Buchstaben a;, y, j? für 

eiden übrigen Componenten Y und Z: 

-r-rr- = Cdy — Bdis, -rr = Adz — Cdx, 

-TTf = Bdx — Ady, 

V V 

ÜT A, B, C folgende über den ganzen Strom S' sich er- 
kende Integrale zu setzen sind: 

<t) . j 




d^- 



di/ 



dz'}. B = 



J I dxf 



d/ 



= /rf " 



c = 



Beer, Elektrostatik, Magnetismus und Elektrodynamik. 
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Aus den obigen Ausdrücken ersieht man, dass die Kraft, 
womit ein in sich geschlossener Strom auf ein Stromelement 
einwirkt, auf dem Elemente senkrecht steht. Substituirt man 
nämlich die für die Componenten jener Kraft gewonnenen Aus- 
drücke in den Ausdruck Xdx -\- Ydy -\- Zdz, welcher gleich 
dem Producte aus der Kjaft, der Länge des Elementes und dem 
Cosinus des Winkels zwischen der Kraft und dem Elemente ist^ 
so ergiebt sich, dass derselbe identisch gleich Null ist: 

Es möge hier noch einer anderen Form der Ausdrücke for 
die Componenten X, F, Z gedacht werden, die in der Folg« 
angewandt werden soll. Wie man leicht einsieht, kann maa 
für die erste Componente schreiben: 






2X 



. = _/<^) 




-—/- {dxdocf -j- dydy' -j- dzdz*) 



dx'\ -4^ dx 4- -i^ dy 4- 



d\ 



t) 



dif 



de' 



ds 



Da man nun hat: 



d 



(7) 



d 



(7) <i) 






d 



(1) 



dod dx ' dt/' dy ' dz* , dz 

so ergiebt sich zunächst für die Componente X und sodann 
die Componenten Y und Z: 



tt ^ dx 

iV ^ dy 

%% ^ dz 



cosO ds' — ds 



ds 



dx', 



r<~) 

' -ds J -^ de'. 
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b. Wirkung zwischen zwei in sich geschlossenen 

Strömen. 

Die Kräfte, welche ein in sich geschlossener Strom S' auf 
die einzelnen Elemente eines zweiten Stromes 8 ausübt, lassen 
dch in ihrer Gesammtheit ersetzen durch eine imAofangspunkte 
ier Coordinaten angreifende rasultirende Kraft und ein zugehö- 
riges resultirendes Gegenpaar. Bezeichnet man die Componen- 
ien jener Kraft nach den Axen durch X, Y, Z, die des Gegen- 
>aares durch S, H, Z und wird durch £ eine Summation über 
lie Elemente des Stromes S angedeutet, so ist: 

1= UdZy - Fi^) , H = 2; (X0 - Zx), Z = £ {Yx — Xy). 

Nach Substitution der zuletzt für die Componenten X, F, Z 

äwonnenen Ausdrücke treten in diesen Gleichungen unter an- 



'//'■$ «"•' 



J J %^ ''»'■'*■ 



iren Integrale von der Form / / , -- du'ds, sowie von 



T Form / / — -= — udv' ds auf, wo u und v irgend zwei 

5r Buchstaben x, y, z bedeuten. Man bemerke nim, dass die 
itegrale von der ersten Form verschwinden, wenn sich die In- 
gration nach s über eine geschlossene Curve erstreckt, und 
ISS in demselben Falle die Integrale von der zweiten Form 

dreh theil weise Integration in — / / umgewandelt wer- 

en können. Hiernach ergiebt sich für die resultirende Kjaft 
nd das resultirende Gegenpaar, durch welche die Wirkung des 
Q sich geschlossenen Stromes S' auf den gleichfalls in sich ge- 
icMossenen Strom S dargestellt wird : 



ii U %J ^^ 



"" ' ' ^ ' ' cos6 dsds' 






cos 6 dsds\ 



17 



?♦ 
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f=// 



77=.y ./tt»»«'»^'"'. 



Q 



^=//(tP* - — •' -«"'"^ 



dy 

dydi^ — dzd\l 



*fr 



ii'~J J \ dx dz 



x] cosddsdsf 



ii' U U \ d'ü dx 



SS' 



. . dzdaf — dxdsi 



, vi cosddsds' 
dy "- ^' 



SS 



I , dxdy' — dyd^ 



Vertauscht man in den obigen Ausdrücken die Coordinatea 
X, y, z mit den Coordinaten xf, t/', js^', so gewinnt man die eni«" 
sprechenden Ausdrücke für die Wirkung, welche der Strom 5 
auf den Strom S' ausübt. Diese Wirkung ist derjenigen, welche 
S' auf S ausübt, entgegengesetzt gleich. 

Die Wechselwirkung zwischen zwei in sich geschlossenen, 
linearen, elektrichen Strömen lässt sich in sehr einfacher Weiae 
mittelst des sogenannten Potentiales der Ströme in Bezug auf 
einander darstellen. Man versteht hierunter den folgenden 
Ausdruck, in welchem die einzelnen Buchstaben dieselben 
Grössen wie bisher bezeichnen und die Integrationen sich be- 
ziehungsweise über den ganzen Umkreis des einen und des an- 
deren Stromes erstrecken: 



TJ J "^ 



dsds' = W. 



Verschiebt man den Strom S, ohne ihn zu drehen, parallel 
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t der X'Axe um das Differential dx, so ändert sich hierdurch 
dem Ausdrucke W nur die Grösse r, während der Winkel 
' je ein Element des einen Stromes und ein Element des 
eiten Stromes ungeändert bleibt. Wenn also d W die der 
irschiebung dx entsprechende Aenderung von W ist, so hat 
kn: 






"(i) 



-^-^-^ cosOdsdsf. 
dx 

Analoge Relationen ergeben sich für Verschiebungen nach 
' y-Axe und der ;er-Axe, so dass man hat: 

^ dW ^ dW rj_dW 

In ähnlicher Weise lassen sich auch die Componenten des 
ultirenden Gegenpaares darstellen. Von einem Elemente ds 
\ Stromes S werde ein Perpendikel t auf die x-Axe herab- 
assen. Der Winkel, welchen dieses Perpendikel mit der 
-Ebene bildet, werde durch | bezeichnet und in demselben 
ine wie oben die Componente E gerechnet. Wenn man nun 
1 Strom S um die Axe der x dreht, so dass t den Winkel d| 
ichreibt, so ändert sich hierbei in dem Ausdrucke W sowohl 
^e auch ö. Was die erste Grösse betrifft, so hat man für 
3 Element ds und ein Element ds' des Stromes S\ da die 
Ordinate x des Elementes ds ungeändert bleibt: 

rdr = {y '-'!/) dy -\- {z — s/) dz , 
I durch dr, dy, dz die durch die Drehung bedingten Aend&- 
Igen der Grössen r, y, z bezeichnet sind. 

Da femer: 

y = t cos^ , z = tsifi^, 
ist, wenn noch die Neigungen der Linie r gegen die Axen 
igeführt werden: 

1.) dr = (cosc . y — cosb . z)d^. 

Mittelst eines körperlichen Dreiecks, dessen Kanten der 
Axe, der y-Axe und dem Elemente ds parallel sind, findet 
an, wenn ft eine gewisse Con staute bedeutet: 

cos ß == sin 06 cos (| -|- ft). 
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Ein zweites körperliches Dreieck, dessen Kanten mit der 
X'Axe, der z-Ase und dem Elemente ds parallel sind, liefert: 

cos y = sin a sin (| + f^)- 

Hieraus und indem man bemerkt, dass die Neigung des 
Elementes ds gegen die x-Axq bei einer Rotation um letztere 
ungeändert bleibt, findet man für die Aenderung, welche der 
Cosinus des Winkels zwischen ds und ds' durch die Drehung 
erleidet : 

2.) d (cos ff) = (cos ß cos / — cos y cos ß') d |. 

Unter Berücksichtigung der Gleichungen 1.) und 2.) findet 
man jetzt für das der Drehung d^ entsprechende Increment dlf 
des Potentiales nach einigen nahe liegenden Umformungen: 



dW ii' / / W \r 




d^ ~~ 2 J J II dz '^ dy 



cos 6 ds ds' 



, dydz' -^ dzdif 



; 



Hieraus ergiebt sich, wenn den Buchstaben ri und J anir 
löge Bedeutungen, wie dem Buchstaben |, beigelegt werden: 

W— IZ H — ^ 7 _e?Tr 

" ~ di ' dri ' dr 

Wie die Wechselwirkung zwischen zwei linearen elektri- 
schen Strömen, so lässt sich auch die Arbeit, welche bei einfll 
Bewegung der Ströme von den zwischen ihnen thätigen elektro- 
dynamischen Kräften geleistet wird, in einfacher Weise mitteW 
des Potentiales der Ströme* in Bezug auf einander darsteDoi 
Es werde erstlich die Lage des Stromes S in der Art geändert 
dass jeder Punkt desselben einen unendlich kleinen Weg be« 
schreibt. Diese Bewegung kann bekanntlich stets angesehefl 
werden als resultirend aus drei unendlich kleinen Verschiebun- 
gen dXy dy, dz nach den Coordinatenaxen und drei unendKA 
kleinen Rotationen d^, diy, dt, um dieselben Axen. Hiernach 
ergiebt sich für die entsprechende Arbeit aller an den Elemen- 
ten von 8 angreifenden elektrischen Kräfte: 

J.dx + Ydy + Zd^ + S d| 4- Hdi? + Zdl 
"flrde femer auch die Lage des Stromes 5' geänderi 
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ie componirenden Verschiebungen und Rotationen seien doi, 
^ u. s. f. und die Componenten der resultirenden Kraft und 
BS resultirenden Gegenpaares aller an S' angreifenden elektri- 
jhen Kräfte seien X', S' u. s. f Alsdann leisten die letztge- 
uinten Elräfte die Arbeit: 

lUdTf + Y'rfy' + 7JiU' + E' dr + H' dri + Z'dJ'. 

Die Summe der beiden obigen Ausdrücke stellt die Arbeit 
ir, welche von sämmtlichen elektrischen Kräften geleistet 
ird, wenn sich die Lage des einen und des anderen Stromes 
eichzeitig in der angegebenen Weise ändert. Jene Summe 
i aber nach dem Frühem gleich der Aenderung, welche das 
»tential W durch die Aenderung der relativen Lage der 
röme erleidet. Hieraus folgt, dass ganz allgemein die Arbeit, 
Jche bei jeder beliebigen Bewegung der Ströme von den elek- 
)dynamischen Kräften geleistet wird, durch die Aenderung 
rgestellt wird, welche das Potential der Ströme in Bezug auf 
lander hierbei erleidet. 

Das obige Resultat möge auf die Bewegung zweier linea- 
r elektrischer Ströme angewandt werden, deren Träger etwa 
ch mit anderen ponderablen Massen in Verbindung stehen 
d, wie auch diese Massen, der Wirkung anderer als der zwi- 
len den Strömen thätigen elektrodynamischen Kräfte ausge- 
tzt sind. Es sei m das Element der ponderablen Materie des 
n beiden Strömen gebildeten Systemes. Zur Zeit besitze 
die Geschwindigkeit t'a, zur Zeit i die Geschwindigkeit v, so 
SS, wenn eine Summation über die Massenelemente des gan- 
ti Systemes durch 2J angedeutet wird, Z'wvq^ und Z!mv^ die 
)endige Kraft des Systemes für die genannten Zeiten ist. Fer- 
r seien für dieselben Zeiten TFo und W die Werthe des Po- 
itiales der Ströme in Bezug auf einander, und endlich werde 
roh jy die Arbeit der Kräfte bezeichnet, welche neben den 
ischen den Strömen thätigen elektrodynamischen Kräften auf- 
)ien. Alsdann hat man in Gemässheit des Principes der Er- 
Itung der Kraft: 

Va £ mv^ — Va £ mvo^ = N+ W— Wq. 

Hierbei ist aber unterstellt, dass von den inducirenden'Wir- 
ngen der Ströme abgesehen werden darf 

Das in der letzten Gleichung ausgesprochene Theorem gilt, 
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wie man leicht findet, auch dann noch, wenn sich die Qestalt 
der Stromträger während der Bewegung ändert, hierbei aber 
die Länge des Bogens zwischen irgend zwei Punkten einer 
Stromcurve ungeändert bleibt. Es gilt also z. B. für biegsame^ 
aber nicht dehnbare Leiter, sowie für Leiter, welche aus star- 
ren, mit ihren Enden aneinanderstossenden und um diese dreb- ! 
baren Stücken zusammengesetzt sind. 

Litteratur. Neumann. Allgemeine Gesetze der inducirten elektrisclien 
Ströme. Uebcr ein allgemeines Princip der mathematischen Theorie m* 
ducirter elektrischer Ströme. Abhandlungen der Akademie der Wissen* 
Schäften zu Berlin, 1845 und 1847. 



c. Experimentelle Prüfung der Ampfere'schen 

Formel. 

Aus der grossen Zahl der mannigfaltigen Versuche , welche 
die Ampfere'sche Formel bestätigen, heben wir die mit beson- 
derer Sorgfalt von Weber ausgeführte Prüfung dieser Formel %= 
hervor. (Elektrodynamische Maassbestimmungen, 1846). Weber: 
beobachtete die gegenseitige Einwirkung zweier cylindrischr 
ringförmigen, von einem und demselben elektrischen Strome 
durchflossenen Drahtrollen, und verglich die Resultate der Beob- 
achtung mit den aus der gedachten Formel abgeleiteten Aus- 
drücken für dieselbe Wirkung. Die Mittelebenen beider EoDen 
standen senkrecht, und ihre Mittelpunkte lagen in derselben 
Horizontalebene. Die eine der Rollen war in den verschiedenen 
Versuchen fest; ihre Durchmesser betrugen 8,88 und 0,55, ihre 
Höhe 3 Centimeter. Die zweite Rolle war beweglich; sie war 
nämlich bifilar an zwei dünnen Metalldrähten, von denen zu- 
gleich der eine den Strom zuführte, der andere denselben ab- 
leitete, aufgehängt. Die beiden Durchmesser des von den Win- 
dungen eingenommenen Raumes betrugen bei der beweglichen 
Rolle 12,27 und 10,05 Centimeter, und seine Höhe wiederum 
3 Centimeter. Die Bifilarrolle bestand aus circa 3000, die feste 
Rolle aus 10000 Windungen. 

Wenn der elektrische Strom durch beide Rollen geschicW 
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erlitt die bewegliche Rolle eine Einwirkung, die sich in 
Etilen auf eine Kraft und ein Gegenpaar zurückführen 
n denen jene im Mittelpunkte der Rolle angriff und ausser 
blassen werden konnte, während das Gegenpaar die Rolle 

Gleichgewichtslage herausdrehte, die sie ursprünglich in 
er Aufhängung einnahm. Die Grösse dieses Gegenpaares 
welche in den verschiedenen Versuchen gemessen wurde, 
s die Stellung der Rollen betrifllb, so stand die Bifilar- 

Zustande des Gleichgewichts senkrecht zimi magneti- 
[eridiane. Die Mittelebene der festen Rolle blieb stets 
ignetischen Meridiane parallel. Diese Rolle wurde aber 

Versuchen, die wir hier näher betrachten werden, nach 
3h nördlich und südlich, östlich und westlich von der Bi- 
3 so aufgestellt, dass ihr Mittelpunkt der Reihe nach in 
jnd 50Centimeter Entfernung von dem der beweglichen 
11 liegen kam. Bei einer jeden dieser 12 Stellungen wurde 
)m hergestellt; die BifilarroUe begann um eine neue von 
iprünglichen wenig verschiedene Gleichgewichtslage zu 
n, und diese wurde nach Gauss'scher Methode mittelst 
, Fernrohr und Scala bestimmt. Hierauf wurde die Rich- 
js Stromes in der festen Rolle mittelst eines Commuta- 
igekehrt und wiederum die Gleichgewichtslage der be- 
en Rolle bestimmt; die Differenz der beiden so beobachte- 
ilen der Scala lieferte die doppelte Ablenkung der Bifi- 

in Skalentheilen. 

e beobachteten Ablenkungen erheischen eine zweifache 
ion wegen der Schwankungen, welchen die Intensität des 
eben Stromes unterworfen war, und wegen des Einflusses, 
i der Magnetismus der Erde auf die bewegliche Rolle 
!. Um diese Correctionen ausführen zu können, mussten 
ensitäten des Stromes in den einzelnen Versuchen ver- 

werden. 

dem Ende wurde eine Abzweigung des Stromes durch eine 
icatorroUe geschickt und ebenso wie bei der BifilarroUe die 
ung bestimmt, welche sie an einem Magnetometer hervor- 
5. Die MultiplicatorroUe war parallel mit dem magnetischen 
tne und in so grosser Entfernung von der BifilarroUe auf- 
i, dass ihre Einwirkung auf letztere ausser Acht gelassen 
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werden konnte. Die Mitte der Magnetometemadel lag auf der 
Axe der Multiplicatorrolle. Vorgreifend bemerken wir, dass die 
Tangenten der an dieser Galvanometervorrichtung beobachteten , 
Ablenkangswinkel ein Maass für die Stromstärke abgaben. 
(S. IL 2 : über die Wirkung zwischen elektrischen Strömen und 
Magneten.) Um aber den Ablenkungsbogen in Theilen des 
Radius Eins zu erhalten, muss man die beobachtete Ablenkung 
in Theilen der Skala durch die Entfernung des Spiegels von 
der Skala ebenfalls in Theilen der Skala dividiren, den Bogen 
aufsuchen, dessen Tangente dem so gewonnenen Quotienten 
gleichkommt, und diesen Bogen halbiren. Bei den hier zu be. 
sprechen' len Versuchen konnte man, da die Ablenkungen sehr 
klein waren, die Ablenkungen in Theilen der Skala als propor- 
tional mit den Ablenkungsbogen betrachten, ohne dadurch Feh- 
ler herbeizuführen, die den Beobachtungsfehlern gleichkämen. 

Auf die oben angegebene Weise gewann Weber die in fol- 
gender Tabelle zusammengestellten Resultate: 



Abstand 



Nördlich 



30 



40 



50 



Südlich 



30 



40 



50 



Doppelte Ablenkung der Bifi- 
larrolle in Skalentheilen . . 

Doppelte Ablenkung des Mag- 
netometer in Skalentheilen 



78,08 



298,33 



36,15 



302,07 



20,30 



312,48 



78,85 



299,89 



35,43 



299,30 



19,($ 



305,56 



Abstand 


Oestlich 


Westlich 




30 


40 


50 


30 


40 


50 


Doppelte Ablenkung der Bifi- 
larrolle in Skalentheilen . . 

Doppelte Ablenkung des Mag- 
netometer in Skalentheilen 


190,08 
297,30 


81,fi4 
303,79 


42,89 
y08,80 


192,17 
297,81 


79,60 
300,81 


44,31 
314,32 



Die Stellung der Bifilarrolle wurde bedingt durch das Gleich- 
gewicht zwischen der Torsionswirkung, der Wirkung des Brd- 
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agnetismus und der Wechselwirkung zwischen den festen und 
iweglichen Theilen der Stromleitung. Es konnte daher auf die 
lizte Wirkung aus den beobachteten Ablenkungen erst ge- 
ilossen werden, nachdem die beiden erst genannten Wirkun- 
a ermittelt waren. 

Um nun das Torsionsmoment der BifilarroUe zu finden, 
arde erstlich ihr Trägheitsmoment nach Gauss'scher Methode 
sucht und für das Centimeter als Einheit der Linie, das Gramm 

Einheit der Masse gleich 8648 gefunden. Sodann wurde die 
uer einer ganzen Oscillation gleich 26,6518 Secunden gefim- 
1. Hiernach hat man für das Gegenpaar T, welches die 
lle in ihre Gleichgewichtslage zurückzudrehen strebte, wenn 

die Ablenkung a erlitten hatte: 

T = 480,64 a. 
•ner wurde durch eine Methode, die in der Folge auseinan- 
gesetzt werden soll (S. II. 2 : über die Wirkung zwischen elek- 
fchen Strömen und Magneten), gefunden, dass die horizontale 
mponente E des Gegenpaares, welches die Wirkimg der Erde auf 
Bifilarrolle darstellte, sich wie folgt ausdrückte, wenn y die 
)pelte Ablenkung des Galvanometers in Skalentheilen, a wie- 
nm den Ablenkungsbogen der Bifilarrolle bedeutet: 

E = 0,194 ay. 

5 Richtimg des Stromes in der Bifilarrolle war stets eine 
3he, dass der Erdmagnetismus in gleichem Sinne mit den 
ktrodynamischen Kräften wirkte; daher hatte man, unter G 
i Gegenpaar verstanden, welches die Wirkung der festen 
eile der Stromleitung auf die beweglichen darstellte: 

r = -E + G, 

1 folglich: 

^—y 480640 V 

s letzterer Relation ersehen wir, dass man die oben aufgef ühr- 

1 Werthe der doppelten Ablenkung der Bifilarrolle mit dem 

194 
ctor 1 — TST^FTh y multipliciren müsse, um die reine elektro- 

4oUd4ü 

namische Wirkung zu erhalten und den Einfluss des Erdmag- 
bismus zu eliminiren. Es ergeben sich so die folgenden Werthe; 
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r-. 


Abstand 


Nördlich 


SüdUch 




30 


40 


50 


30 


40 


50 


Doppelte corrigirte Ablenkung 
der Bifilarrolle 


68,67 


31,74 


17,74 


69,30 


31,15 


17,01 



Abstand 



Oestlich 



30 



40 



50 



Westlich 



80 



40 



50 



Doppelte corrigirte Ablenkung 
der Bifilarrolle 



167,26 



71,63 



37,54 



169,06 



69,93 



38,0 



Es erübrigt endlich noch, die Ablenkungen auf gleiche Streng 
stärke zu reduciren. Die elektrodynamische Wirkung ist in rair 
serem Falle der Ampere'schen Formel zufolge mit dem Qua- 
drate der Intensität proportional. Wenn wir daher mit Webeil 
alle Ablenkungen auf den Strom reduciren wollen, dem in daf ._ 
angewandten Galvanometervorrichtung die doppelte Ablen 

V 100000 entspricht, so haben wir die oben aufgeführten d 
pelten Ablenkungen der Bifilarrolle mit 100000 :y^ zu multip 
ciren, unter y die jedesmalige doppelte Ablenkung des Galvanfr 
meters verstanden. Auf diese Weise ergeben sich für die reini 
elektrodynamische Wirkung und für eine und dieselbe Streift' 
stärke die folgenden Werthe: 



at. 



Abstand 



Nördlich 



30 



40 



50 



Südlich 



30 



40 



50 






Doppelte Ablenkung 



77,16 



34,78 



18,17; 77,06 



34,77 



AbRfn.iifl 


Oestlich 


Westlich 




30 


40 


50 


30 


40 


50 


Doppelte Ablenkung 


189,24 


77,61 


39,37 


190,62 


77,28 


89,16 
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an sieht leicht von vornherein ein, dass die beiden Ablen- 
mgen für die nördliche und südliche Lage der festen Rolle 
i gleichem Abstände hätten gleich sein müssen, und ebenso die 
lander entsprechenden Ablenkungen für die östliche und west- 
he Lage der festen Rolle. Li der That weichen sie nur um 
eniges von einander ab. Nehmen wir die Mittel der sich ent- 
rechenden Zahlen, so kommt: 



Alistand 


Nord-Süd 


Ost-West 




30 


40 


60 


30 


40 


60 


ppelte Ablenkung 


77,11 


34,77 


18,24 


189,93 


77,46 


39,27 



eses sind die Zahlen, welche eine Yergleichung mit der Theorie 
statten. Es sind dieselben aber aufzufassen als die Werthe 
3 Gegenpaares, welches aus der Einwirkung der festen Rolle 
f die bewegliche resultirt. Von der Einwirkung der galvani- 
len Säule, welche den elektrischen Strom lieferte, der Multi- 
i^atorrolle, des Galvanometers und der entfernteren Theile der 
dtungsdrähte konnte wegen ihrer Entfernung abgesehen wer« 
n; auch die Einwirkung des näher gelegenen Zuleitungs- imd 
}leitungs-Drahtes der festen Rolle kam ausser Betracht, indem 
> um einander gewunden waren und folglich die Totalwirkung 
ar in ihnen enthaltenen Theilströme wegen ihrer entgegenge- 
tzten Richtungen zum grössten Theile verschwinden musste. 
ach leuchtet ein, dass die Einwirkung, welche die Aufhängungs- 
ähte der Bifilarrolle erlitten, ganz zu vernachlässigen war. Die 
K>bachteten Drehungsmomente können wir also als resultirend 
itrachten aus den Theilwirkungen, welche jede Windung der fes- 
^ü Rolle auf jede Windung der beweglichen Rolle ausübte, und 
me merklichen Fehler wird man bei Berechnung dieser Wir- 
Qngen von der kleinen Ablenkung der Bifilarrolle absehen, so- 
ie auch die einzelne Windung als einen in sich geschlossenen 
leisstrom betrachten dürfen. 

Hiemach erheischt die Vergleichung des Versuches mit der 
heorie vor Allem die Erörterung der Wirkung zwischen zwei 
^eisströmen, deren Ebenen aufeinander senkrecht stehen und 
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sich in einer zur Verbindungslinie der Centra senkrechten Gera- 
den schneiden. 

Wir betrachten zunächst die Wirkung eines mit der yS' 
Ebene parallelen Kreisstromes K\ dessen Mittelpunkt in der 
a;2^-Ebene liegt, auf ein im Coordinatenanfangspunkte befind- 
liches Stromelement. Die Coordinaten des Mittelpunktes seien 
X = a, y = b und der Kadius R\ Wir haben dann allgemein: 

-TT-^z Cdy —Bdz, -^-rr = Adz —• Cdx, -rzr =Bdx — Ädy, 

._ Cl/dz'-z^dy' ^_ C ^'daf— x'dz' ^ Cx'd^-ydjX 

Li unserem Falle kommt aber, wenn wir den Winkel, welchen 
irgend ein Radius des Kreises mit der a; «/-Ebene oder dery-Axe 
bildet, durch g)' bezeichnen: 

xf = a^ y' r=h -\- K cosq>' , / = B!sinq)\ 
dxf = 0, d'if = — R'sinq)'d(p', dis' = R' cos(p'd(p'. 
Mit Rücksicht hierauf findet man, wenn man noch bedenkt, da» 

/ 3 aus lauter Paaren entgegengesetzt gleicher Difb* 



rentiale besteht und somit verschwindet: 

WO die Integration über das Intervall von bis 23r auszudeh- 
nen ist. Die theilweise Integration liefert aber für dieselben 
Grenzen: 



/costp'dq)' o rsintp'dr 
7^ - V r^ ' 



oder, da die Relation: 

r2 = a« + J2 + i?3 ^ 2bR'cos(p' 
besteht: 



/ cosq)'dq)' , j., Csinfp^^dq/ 



Somit kann man schreiben: 



B = 3abB'^ßJ^^^,C=0, 
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Leraos folgt: 

tt' I J r' J r-' y 



i 
2Z 



|f=-.,|.../^_3.*/*^j 



■+<!:.. SoJJf/J^!^, 



L setzen ist: 

r2 = a^ + 62 4. J2'2 _|. 2 6 Rcostp'. 
venden jetzt obige Formeln an, um die Wirkung des Kreis- 
es K' auf einen zweiten Kreisstrom K zu bestimmen, der 
• a?;er -Ebene liegt und zum Mittelpunkte den Coordinaten- 
^spunkt hat. Es handelt sich aber für die Folge nur um 
>rehungsmoment der an K angreifenden Kräfte in Bezug 
ie 0'Axe und wir begnügen uns daher auch damit, diesen 
der zwischen den Kreisen stattfindenden Wechselwirkung 
den. Für das fragliche Moment hat man: 

Z = 2J Yx, 
Y'die Componente der Wirkung ist, welche K* auf ein Element 
s Kreisstromes K ausübt. Um zunächst diese Componente 
[st der oben gefundenen Ausdrücke für die Wirkung auf 
1 Anfangspunkte gelegenes Element zu erhalten, legen wir 
ds neue Coordinatenaxen, dieAxe der Xx parallel mit der 
und die Ebene der X\ xfy durch den Mittelpunkt von K\ 
; dann, unter d den Winkel zwischen den Axen der y und 

verstanden: 

F= Fl cösÄ -(- Zi sind. 

Komponenten Fi und Zi lassen sich mittelst der früheren 
ein finden; es kommt: 



2 



+ äx,.3a,b,R'^f!^!^^ 
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wo zu setzen ist: 

a^z=^a — X, b^ = 62 + ^2, r« = «2 + 62 + ^24. JR'« 



.>i 



Da man ferner hat: 



+ 2V62-|-^2 



2ax 

R cos(f\ 






d^Ti = d:r, dz^ cos d — dyi sin d = dz, sin d = j-, 

Ol 

so findet man durch Substitution: 

Bezeichnen wir den Winkel, welchen der Radius R eines Ele-] 
mentes ds von iCmit der jer-Axe bildet, durch 9, so ist: 

X = Rsinq>, z = Rco$(py 
und man erhält somit: 

+ ^B^R'^ff^^^ j 62smg)2 + aiJsmg)«)S9)2 j dg)dfp'i 

wo zu setzen ist: 

r2 = a2 + 62 4.^24 jfj'2 — 2aRsinq> + 2 V624-iJ2cos92.JB'fos9'.| 
Für die besonderen Lagen der beiden Kreise, welche in den er- 
wähnten Versuchen zur Sprache kommen, ergeben sich folgenc 
Besultate. 

1.) a = 0. Die Ebene des Kreises K* geht durch den ICt-j 
telpunkt von K. 

2Z .,. r. . . rd^p^sm^ r. . , rdqfg 

WWW^ = ^* J ^9>s^n<3p2y 5 -J d g>szng>^J -^f,^ 

. r2 = 62 4_ ij2 _|_ j^/2 _j_ 2 V62 + RUos(pKR'cosq)'. 
2.) 6 = 0. Die Ebene des Kreises • -K" geht durch den Mit- 
telpunkt von K\ 

^^^^-— = 3aEJ d(psin(pcos(p^J ^ ^, ^ ■ 

— J d(psintp'^J -^, 

r2 = a2 + iJ2 + ü'2 _ 2aRsinq) + 2 RR cos (p cos (p\ 
Um die erste Integration in obigen Ausdrücken auszuführen, 
setzen wir: 

r2 = /2 _|_ Jccos(p'y 
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iic- 
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dckeln nach Potenzen von cos^>' und finden mit Rücksicht 
iie Grenzen der Integration : 

J r^ ~ JM ■'"32'^ + 1024*J8"^ T 

rsinq>'^dq)' _7ti . 35 A;' 1155 k^ | 

J r^ ~ ?M "^"32'?* ■^" 1024'J8"I j' 

ituiren wir die letzten Ausdrücke und führen wir hierauf 
weite Integration aus, so kommt für den ersten Fall, wenn 
ist, und für 6, d. i. die Entfemimg der Centra, d ge- 
wird: 

o7 



1 1 TT 



setzen ist: 

Z2 = di + -B' + B.'\ 
□a zweiten Falle, wenn 6 r= ist, setzen wir: 

Z2 = a2 + jR2 + JR'« — 2aR$in(p = V^ — fc' 
nden zunächst für die Glieder mit geraden Potenzen von 

der Entwicklung von / — y- : 

30(k'^+2k''') ^ 315(3fc^ + 24Ä;U'^^ + 8y^) ^^^ 



{ 



32?'^ ~ 1024 Z' 8 

r ergiebt sich für die Glieder mit ungeraden Potenzen 

rsinw''^ dw' 
' in der Entwicklung von / -^ - 

ach hat man, wenn wieder die Entfernung der Centra 
d bezeichnet wird: 

2Z, _ 

-^ (8d^ + 4d»B'>' + ir«)!?^ +....J, 

Klektrostatik, Magnctiäinus und Elektrodyuauiik« j^ 
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wo wiederum zu setzen ist: 

P = d2 + R2 -f. R'9. 

Bei der Anwendung der obigen Formeln auf die Weber'- 
schen Versuche darf man erstlich annehmen, dass die Wirkung, 
welche die BifilarroUe erleidet, merklich proportional mit der 
Wirkung ist, welche ein Kreis erleidet, der in der Mittelebene 
liegt, imd dessen Radius dem arithmetischen Mittel der beiden 
Radien der Rolle gleichkommt und somit 5,58 Cäntimeter misst 
Femer leuchtet ein, dass die feste Rolle durch ein System con- 
centrischer Kreisströme von gleicher Intensität ersetzt werden 
könne, die in der Mittelebene der Rolle liegen, und deren Ka- 
dien stetig von bis 4,44 Centimeter wachsen. 

Für das Gegenpaai' also, welches an der beweglichen Rolle 
wirkt, hat man, unter c eine gewisse Constante verstanden: 

G = c fZ.dR', 







wo für die obere Grenze der Integiation der Radius der festen j 
Rolle zu nehmen ist. Beziehen sieh also die Marken 1 und %-\ 
auf den ersten und zweiten der oben näher bezeichneten FäUe^; 
so hat man erstlich, wenn nur die drei ersten Glieder der Ent- 
wicklung beibehalten werden: 



^■|-<'-'4^-?)+f(?) 



3 



+ Ä(4'+?)(4'+4:-.*)©'+4 

Hier ist zu setzen: 

ferner bedeutet Ei das Integral des dritten Gliedes in der Ent- 

2Z 

Wicklung für -rr-^, wofür man annähernd setzen kann: 

Man findet femer für den zweiten Fall : 



R^ 



k{log 
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-f)+(l + ^' 



d»\ mR' 



J sH 



-(H'-M^]+K'S-']I 



'\ E*R' 



) 



P 



+ ^), 



ö für -E2, das Integral des dritten Gliedes in der Entwick- 

• 2Z2 
ng für -7-7f — -, annähernd gesetzt werden kann: 



E.= 



315 d^ R*R'^ 
32 ' s^ ' s^ 



ir setzen jetzt in den obigen Ausdrücken R = 5,58, i?' = 4,44 
id für d der Reihe nach 30, 40, 50. Wir erhalten dann für 
n absoluten Werth von 2 Gicii'n^ in dem ersten Falle be- 
glich 0,0291, 0,0131, 0,00G8 und in dem zweiten Falle 0,0712, 
>293, 0,0148. Diese Zahlen müssen, wofern die Ergebnisse 
r Theorie mit denen des Versuches im Einklang stehen sol- 
I, in demselben Verhältnisse zu einander stehen wie die ent- 
rechenden diu'ch die Beobachtung gewonnenen Zahlen. Sol- 
38 ist in der That nahe der Fall. Multiplicirt man nämlich 
i aus den Formeln gewonnenen Zahlen mit 2659, so ergeben 
h die Werthe, welche in der folgenden Tabelle als berechnet 
b den entsprechenden beobachteten Werthen zusammenge- 
llt sind. 



Abstand. 


Nord = Süd. 


Ost — West. 


30 


40 


50 


30 


40 


50 


doppelte [ beobachtet . . 
lenkun^T l berechnet . . 


77,11 
77,38 


34,77 
34,83 


18,24 
18,08 


189,93 
189,32 


77,45 
77,91 


39,27 
39,35 



3. Von den elektrischen Elementarströmen. 

Unter einem elektrischen Elementarstrome verstehen wir 
•n linearen, in sich geschlossenen Strom, dessen Bahn ein- 

18* 
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fach gekrümmt und von verschwmdend kleiner Länge isl 
dass die von dem Strome umkreiste Fläche als ein Flä( 
element mit unendlich kleinen Dimensionen angesehen w( 
kann. Es leuchtet von vornherein ein, dass die elektrodyi 
sehen Formeln für die Wechselwirkung zwischen solchen 
mentarströmen , sowie zwischen Elementar- und gewöhnl 
Strömen gewisse Vereinfachungen zulassen werden, und 
wollen wir jetzt für eine Reihe besonders wichtiger Fäll 
zielen. 

a. Wirkung zwischen einem Stromelemente und e: 

Elementarstrome. 

Um die Wirkung zwischen einem Elementarstrome 
einem Stromelemente zu ermitteln, legen wir die Coordin 
axen durch das Stromelement und geben wir ihnen solche '. 
tungen, dass die ^-Axe senkrecht zu der Ebene des Eleme 
Stromes und ein Punkt der von letzterem umflossenen F 
in die rc^r- Ebene zu liegen kommt. Die Coordinaten des I 
tes seien: 

X = a, y = 0, is: = c. 

Wir bezeichnen den von ausgehenden, verschwindend kl( 
Radius vector eines Elementes des Stromes durch q und 
Winkel, welchen der Radius vector mit der ir-Axe, also 
mit der Durchschnittslinie der Stromfläche und der Eben 
bildet, durch v. Diesen Winkel rechnen wir von bis 2n 
in gleichem Sinne wie wir bisher die Z-Componente eines 
genpaares gerechnet haben, d. h. in gleichem Sinne mit 
Rotation, durch welche die x-Axe auf dem kürzesten ^ 
um den Coordinatenanfangspunkt in die y-Axe so ge( 
wird, dass die in Bezug auf die Vorzeichen einander ent 
chenden Hälften beider Axen zusammenfallen. Die Richtu 
der positiven x und y mögen aber in der Folge, wo eioe 
che nähere Bestimmung von Bedeutung ist, stets so gev 
werden, dass jene Rotation für ein Auge, welches sich im 
endlichen auf der Seite der positiven ^ befindet, mit der 
wegung des Zeigers einer Uhr übereinstimmt. Diese 'Roii 
bezeichnen wir dadurch, dass wir sagen, sie erscheine dem I 
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«htläufig, während wir von der entgegengesetzten Rotation 
,gen, sie erscheine dem Auge rückläufig. Wir erhalten nun 
ir ein Element des Elementarstromes, wenn auch die Strö- 
ung der positiven Elektricität einem Auge, das auf der Seite 
jr positiven z im Unendlichen liegt, rechtläufig erscheint: 
r' = a -f- ^cosv, y* = Qsin i\ z' =-. c, 

/ == cosvdQ — Qsinvdvy dy' z=z sinvdQ -f- Qcosvdv, dz' = 0. 
leraus folgt femer: 

^_ r^dz^ -z'dy' _ ^ rdy' 



^ ry'dz^-z'dy' ^ _^ f 
^ _ P z'dx' — od dz' _ r 



r3 
doif 



r3 ' 
^ ^ r afdy* — tfdaf ^ ^ rd£ , PQ^dv 

'enn t die Entfernung des Punktes vom Coordinatenanfangs- 
rnkte bedeutet, so ist: 

r2 = a?'2 _|» y'2 J^ ^2 = ^2 >|_ ^3 ^ 2 U Q COS V. 

iibstituiren wir den hieraus sich ergebenden Werth von r in 
le obigen Ausdrücke, entwickeln die Integranden nach stei- 

änden Potenzen von q und berücksichtigen, dass f dx* und 
* dy^ verschwinden, weil der Strom in sich geschlossen ist, so 

ommt, wenn wir bloss die Glieder der niedrigsten Ordnung 
äibefaalten: 

f^ = -^^fQC0Svdy' = --^J(ld(Q^8in2v) + Q^dvl 

lernach hat man mit Rücksicht auf den Umstand, dass der 
trom in sich geschlossen ist, und wenn seine Fläche mit /' be- 
Mchnet wird: 

ÜT die gesuchten Componenten der Wirkung, welche der Ele- 
lentarstrom auf das Stromelement ausübt, findet man nun- 
lehr endlich: 
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_cdy 

ii'f 



.{_cdy\ 
2X_/2 3o»\ , _ V .t^ ) 
i¥f~ \^ ~~^)^ ~ Tc ■ 

■j/cdx — adz\ 
2T _ (1 3 an , 3ac , _ \ t^ ) 



2Z 3ac ^ 
77717 = TT ^y = 



(^) 



ii'f «5 --y — de 

Aus den letzten Formeln, welche sich auf eine besondere Lage 
des Stromelementes und des Elementarstromes gegen daa 
Coordinatensystem beziehen, lassen sich leicht die für eine b6-|: 
liebige Lage des Elementes und des Stromes gültigen Formeln 
wie folgt entwickeln. Man drehe erstlich das oben gewählte 
Coordinatensystem um die Axe der ^, sodann um die Axe der 
y und hiernach verschiebe man dasselbe, ohne die Richtung sei- 
ner Axen zu ändern. Nach jeder Aenderung des Systemes ate 
leite man mittelst der bekannten Transformationsformeln die 
neuen Componenten der Kraft aus den alten her und drücke 
hierauf die alten Coordinaten durch die neuen aus. Auf diese 
Weise gelangt man zu folgenden Beziehungen. Es seien x, y, i 
die Coordinaten des Stromelementes, x!, y\ z' die Coordinaten 
des Elementarstromes, d. h. die Coordinaten irgend eines Punk- 
tes seiner Stromfläche. Die Entfernung des Elementes vom 

Strome sei r. Femer werde durch j-^- eine Diflferentiation nach 

der Normale der Stromfläche angedeutet und hierbei unter- 
stellt, dass sich der Differentialquotient auf den Strom, d. h. 
auf irgend einen Punkt der Stromfläche beziehe, und die Nor- 
male von der Seite her, auf welcher der Strom rechtläufig er- 
scheint, nach der Seite hin, auf welcher er rückläufig erscheint^ 
gerechnet werde. Alsdann hat man: 

^X^__dA _2X___i^ 2Z _ dC 
ii'f ~ dv* ' ii'f — dv' ' ii'f ~ dv 

wo zu setzen ist: 



/ j 
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dx •' dy ' 

r^ = (a; — x'y + Cy - i/')' + {^ — ^y^ 



b. Wirkung zwischen einem Stromelemente und 

einem So4enoi*de. 

Ein besonderes Interesse bietet die Betrachtung eines Star- 
en Systemes von Elementarströmen dar, die unter einander 
leich und parallel und überdies in verschwindend kleinen glei- 
hen Abständen von einander so angeordnet sind, dass alle ho- 
lologen Punkte in geraden Linien liegen, die auf den Ebenen 
er Ströme senkrecht stehen. Ein solches System wird So- 
enoi'd genannt und ist vollständig bestimmt, sobald die Lage 
einer Endpunkte, der einzelne Elementarstrom und die (unend- 
Lch grosse) Anzahl der auf die Längeneinheit gehenden Ele- 
Qentarströme gegeben ist. Es seien nun P/ und P2 die En- 
ien eines Solenoides mit den Coordinaten Xi\ yi\ Zi und 
-2', y^\ z<i, P^'Pi sei die Richtung der Normale des einzel- 
len Elementarstromes, solche in der Weise, wie früher angege- 
en wurde, gerechnet, und nach dieser Richtung sei v' die Ent- 
ämung des einzelnen Elementarstromes, Vi die des Endes Pi', 
2' die des Endes P2 von einem beliebig gewählten festen 
Wkte der Linie P/P/» Ferner werde die Intensität und 
ie Fläche des Elementarstromes durch i' und /' bezeichnet und 
urch n' die auf die Längeneinheit gehende Anzahl von Strö- 
men. Nach dem Früheren erhalten wir alsdann für die Com- 
onenten der Wirkung, welche das Solenoid auf ein Strom- 
lement ausübt: 
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2Z CdC , , , 

nf J dv 






oder: 



r, = A2 Ai, . ,-,^1 = ^2 —Bi, ♦ ^f 'I rt = ^'2 — Ci, 



wo Ai, A2 u. s. f. die Ausdrücke bedeuten, welche aus A u. s. f. 
hervorgehen, wenn an die Stelle von x', 3/, /, bezüglich die 
Coordinaten des einen oder des andern Endes des Solenoides 
gesetzt werden. 

Wenn man das Ende P/ des Solenoides in seiner Lage be- 
lässt, dahingegen durch Verlängerung des Solenoides das Ende 
P2 ins Unendliche rücken lässt, so erhält man ein nur einsei- 
tig begrenztes Solenoid, welches wir ein rechtläufiges nennen 
wollen, weil der Strom des im Endlichen gelegenen Endes, von 
dem ins unendliche gerückten Ende aus betrachtet, als recht- 
läufig erscheint. Für ein solches unendlich langes Solenoid er- 
giebt sich dem Obigen zufolge, wenn wir die Coordinaten des 
im Endlichen gelegenen Endes durch a/, y', jer' bezeichnen: 

2 Jl * 2 Jl l) 2 i^ /i 



i.n'i'f ~ ^ i,n'i'f'~ ' i.n'i'f 

Die Werthe der Componenten X, Y, Z kehren ihr Vor- 
zeichen um , wenn das Solenoid in ein rückläufiges übergeht^ 
d. h. wenn sich die Richtung der Elementarströme umkehrt 
und folglich letztere , von dem im Unendlichen gelegenen Ende 
her betrachtet, als rückläufig erscheinen. 

Legen wir das Element in den An^ngspimkt der Coordina- 
ten und geben wir ihm die Richtimg der positiven /2, so ver- 
schwindet die Componente Z, und für die beiden übrigen Com- 
ponenten ergiebt sich, wenn das Solenoid rechtläufig ist: 

i.n'i'f — r» "*' i.n'i'f ~~ r^ 
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iemach steht die Kraft, womit das Solenoid auf das Element 
Qwirkt, nicht bloss auf diesem, sondern auch auf der Verbin- 
iDgslinie des Elementes und des Solenoid-Endes P/, also auch 
f der durch diese Linie und das Element bestimmten Ebene 
Qkrecht. Betrachtet man das Solenoid-Ende von der Stelle 
s Stromelementes aus und geht die Richtung des letztern 
er sein Strom von unten nach oben, so ist die Kraft, welche 
s Solenoid auf das Element ausübt, von links nach rechts 
richtet. Die entgegengesetzte Richtung erlangt die Kraft, 
jnn das Solenoid rückläufig ist. Was aber die absolute Grösse 
r Kraft betrifl^;, so hat man für dieselbe, unter (p den Win- 
1 verstanden, welchen das Element mit der Verbindungslinie 
s Elementes und des Solenoid-Endes bildet: 

Dn der Richtung des Solenoides ist die Kraft ganz unabhängig. 

c. Wirkung zwischen einem Solenoide und einem 

Elementars trome. 

Die elektrodynamische Wirkung eines jeden Solenoides kann 
ets leicht auf die des rechtläufigen Solenoides zurückgeführt 
erden. Wir beschränken uns daher bei Betrachtung der Wir- 
mg zwischen einem Solenoide und einem Elementarstrome auf 
in Fall, wo jenes ein rechtläufiges ist. Zur Vereinfachung der 
ächnung legen wir den Elementarstrom so in die rcy- Ebene, 
ISS der Coordinatenanfangspunkt in die Stromfläche zu He- 
in kommt. Ferner legen wir die ^^- Ebene durch das im 
[idlichen gelegene Ende des Solenoides und bezeichnen die 
3ordinaten x und z des Endes durch a und c. Wir erhalten 
sdann, wenn wir im Uebrigen die frühere Bezeichnung beibe- 
üten, für die Componenten der resultirenden Kraft und des 
«ultirenden Gegenpaares, durch welche sich die Wirkung des 
olenoides auf den Elementarstrom darstellen lässt, vorausge- 
etzt, dass derselbe von der positiven *ef-Axe aus rechtläufig 
erscheint : 
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2X ^. rdy 2Y ^^ • fdx 

i . n vf J r^ i.n i'f J r^ 

2Z _ ^p rxdy---ydx fdy 

^5 ^p^^ _ ry(ocdy---ydx) fydy 

2H p rx(xdy^-ydx) fxdy 

r^jTj' ^ ^ "J 7^ + J "^' 

2Z ^,A r> \ rxdx -\- ydy 

t.ntf ^ ^ J r^ 

Zum Behufe weiterer Umformung setzen wir, die Polarcoordi- 
naten q, v einführend und in der Annahme, dass der Elemen- 
tarstrom in gleichem Sinne fliesst, wie der Winkel v gerechnet 1 

wird: J 

X = Q cosv , y =^ Q sin v, ^ 

Ferner bezeichnen wir durch t die Entfernung des Solenoid- "-■ 
Endes vom Elementarstrome und durch / die Fläche des letzte- 
ren. Alsdann kommt, wenn wir die Integranden in den obigen 
Ausdrücken nach steigenden Potenzen von q entwickeln, nur 
die Glieder der niedrigsten Dimension in Bezug auf q beibehal- 
ten und berücksichtigen, dass einer Summation über sämmtliche 
Elemente des Stromes eine Integration nach v von bis 2ä ] 
entspricht: 

C xjxdy — ydx) _ f yjxdy — ydx) _ 
J rs ~~J r3 ~^- 

Hiernach verschwinden die ComponenteY der resultirenden 
Kraft und die Componenten H und Z des resultirenden Gegen- 
paares. Für die übrigen Componenten kommt: 

2X __ ^_ac 2Z _ 2^ _ 3a2 2H _ a 
if.n'i'f ~ P ' if^n'i'f ~ P P' if-n'i'f ^ t' ' 
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Die Wirkung, welche das Solenoid auf den Elementarstrom 
ausübt, lässt sich also durch eine einzige Kraft darstellen. Sie 
liegt in der Ebene, welche durch das Solenoid-Ende und die Nor- 
male des Stromes bestimmt wird, und geht zudem durch das 
Solenoid-Ende, denn es ist: 

Xc — Za = H. 

Für die Componenten X und Z der Kraft kann man auch 
schreiben: 



2X 




2Z 




if.fi Vf de 'if.n'i'f~ de 

Wenn sowohl der Strom, als auch das Solenoid eine belie- 
bige Lage gegen das Coordinatensystem einnimmt, so erhält 
man durch Verallgemeinerung der oben gewonnenen Resultate 
für die Componenten der Kraft, welche das Solenoid auf den 
Strom ausübt, folgende Ausdrücke, in welchen durch a*, y, z die 
Coordinaten des Stromes, durch x\ %j\ z' die Coordinaten des 

äolenoid-Endes bezeichnet sind, und durch -r—' eine Differentia- 

dv 

iion nach der Normale der Stromfläche angedeutet ist : 

2X _ _ dL _2Y__ _ dM 2Z dN 

if-n'i'f ~ dv' if.n'i'f ~ dv ' if.n'ij' ~ dv' 

vo zu setzen ist: 

<7) <7) <7) 

dx dy dz 

r^ = (x — x'y + (y - y'y + (z — z'y. 

d. Wechselwirkung zwischen zwei Solenoiden. 

Die Wirkung, welche ein einseitig begrenztes Solenoid auf 
äinen einzelnen Elementarstrom ausübt, wird durch eine Kraft 
dargestellt, welche durch das im Endlichen gelegene Ende des 
Solenoides geht. Es wird daher offenbar auch die Wirkung, 
welche ein solches Solenoid auf ein zweites einseitig begrenztes 
Solenoid ausübt, durch eine Kraft dargestellt werden, die durch 
das Ende des ersten Solenoides geht, indem jene Wirkung sich 
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aus den Wirkungen zusammensetzt, welche das erste Solenoid 
auf die einzelnen Ströme des zweiten Solenoides ausübt. Es 
seien nun i, /, n und i', /', n' die Constanten zweier rechtläufi- 
ger Solenoide P, und P'. Ferner sei v die Entfernung des ein- 
zelnen Stromes in P von einem beliebig gewählten festen Punkte 
des Solenoides, Vi dieselbe Entfernung für die im Endlichen 
gelegene Endfläche, und jene Entfernungen mögen nach der 
Richtung der Normalen der Elementarströme gerechnet werden. 
Alsdann ergiebt sich nach dem Früheren für die Componenten 
X, Y, Z der durch das Ende von P' gehenden Kraft, welche 
dieses Solenoid auf P ausübt: 

2X 



if.n'i'f 



/dL . 2Y CäM . 

dv tf-nif j dv 

00 00 

Vi 

2Z CdN , 

wo in den Ausdrücken i, J!f, ^ für r die Entfernung des Ele- 
mentarstromes in P vom Ende des Solenoides P' zu setzen ist. 
Die Ausrechnung liefert, wenn wir die Coordinaten der End- 
flächen der Solenoide bezüglich durch x^ y, z und x\ y\ z^ be- 
zeichnen und nunmehr unter r die Entfernung jener Enden 
verstehen : 

nif.n'i'f dx dx' ' nif.n'i'f'~ dy ^ dy" 



2Z ^ 



fö <^) 



nif.n'i'f dz dz' 

Gleiche Ausdrücke ergeben sich , wenn die Solenoide beide 
rückläufig sind. Bei zwei ungleichnamigen oder ungleicbläufi' 
gen Solenoiden aber erlangen die Ausdrücke für die CompO" 
nenten das entgegengesetzte Vorzeichen. 

Aus den gewonnenen Resultaten folgt, dass die Wechsel- 
wirkung zwischen zwei einseitig begrenzten Solenoiden d^* 
den Coustanteu i, /, n und i', /, n' genau dieselbe ist, wie 2^' 
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sehen zwei Magnetpolen, welche in den Enden der Soleno]£de 
liegen und gleichnamig oder ungleichnamig sind, jenachdem die 
Solenoide gleichläufig oder ungleichläufig sind, und deren abso- 
lute magnetische Quanta beziehungsweise durch die Ausdrücke 

nif n'i'f 

-rd^r und J- dargestellt werden. Bei der hierdurch begrün- 
deten Darstellung der Wechselwirkung zwischen SolenoXden 
durch die Wechselwirkung von Polen, bleibt es der Willkür an- 
heim gegeben, ob man das rechtläufige Solenoid durch einen 
Nord- oder Südpol ersetze. Wir wollen aber stets im Hinblick 
auf die später zu erörternden elektromagnetischen Phänomene 
das rechtläufige Solenoid durch einen Nordpol und dem ent- 
sprechend das rückläufige Solenoid durch einen Südpol er- 
setzen. Bei dieser Annahme lässt sich das Solenoid von endli- 
cher Länge durch ein Paar entgegengesetzt gleicher Pole er- 
setzen, von welchen der Nordpol in derjenigen Endfläche liegt, 
von woher betrachtet die einzelnen Ströme als rückläufig er- 
scheinen, während der Südpol in der andern Endfläche liegt. 
Der absolute Werth des in einem Pole concentrirten magneti- 

sehen Quantums ist gleich .~ , oder , wenn e der Abstand 

if 1 
zweier benachbarter Elementarströme ist, gleich — 7— • — • 

Belegt man diejenige Endfläche eines Solenoides, für wel- 
che die Ströme als rückläufig erscheinen, gleichförmig mit nörd- 

i 1 ni 



üch-magnetischem Fluid um von der Dichtigkeit -ry=r . — =- 

fe zweite Endfläche mit südlich-magnetischem Fluidum von 
gleicher absoluter Dichte, so stimmt die Wechselwirkung zwi- 
schen diesen Belegungen und den analogen Belegungen eines 
zweiten Solenoides vollständig mit der elektrodynamischen 
»Wechselwirkung der beiden Solenoide überein. Hieraus folgt, 
dass bei der Bestimmung der Wechselwirkung zwischen Elemeji- 
tarströmen, welche als Solenoide von verschwindend kleinen 
t'ängen angesehen werden können , der einzelne Strom ersetzt 
Verden darf durch eine ebene vom Strom begrenzte Scheibe 
^on verschwindend kleiner Dicke e, welche auf der einen 
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Seite gleichförmig mit nördlichem, auf der andern Seite gleichför- 

i 1 
mig mit südlichem Fluidum von der absoluten Dichtigkeit -j= • - 

belegt ist, und zwur ist hierbei diejenige Seite mit nördlichem Flui- 
dum zu belegen, von welcher aus der Strom rückläufig erscheint 
Auch kann der Elementarstrom ersetzt werden durch eine ver- 
schwindend kleine Magnetnadel, die in der Normale des Stromes 
liegt, so zwar, dass die Richtung ihrer magnetischen Axe mit 
der Richtung der Kormale übereinstimmt, und deren Moment 

if 
gleich -jF= ist. Das Solenoid kann auch ersetzt werden durch 

die Säule der transversal-magnetischen Scheiben, welche den ein- 
zelnen Elementarströmen entsprechen und für deren Dicke man 

— nehmen kann, so dass sich je zwei aufeinanderfolgende Schei- 
ben mit ungleichnamigen Belegungen berühren und nur die äusseren 
Belegungen der beiden äussersten Scheiben zur Geltung kommen. 

e. Zurückführung der Wechselwirkung zwischen 
linearen elektrischen Strömen auf die Wechselwirkung 
zwischen transversal-magnetischen Flächen. 

Die elektrodynamische Wirkung eines in sich geschlossenen 
elektrischen Stromes kann stets ersetzt werden durch die eines 
Systems von Elementarströmen, deren Flächen in ihrer 
Gesammtheit ein stetiges von der Stromcurve begrenztes Flä- 
chenstück bilden. In der That, man denke sich eine solche 
Fläche und zerlege sie in ebene Elemente; jedes dieser Ele- 
mente denke man sich von einem Strome umflossen, der an 
Intensität dem ursprünglichen Strome gleichkommt, so zwar, 
dass in den Randelementen die Elementarströme , wo sie mit 
dem ursprünglichen Strome zusammenfallen, auch mit diesem 
gleich gerichtet sind. Es leuchtet alsdann ein, dass das so gewon- 
nene System von Elementarströmen dieselbe elektrodynamische 
Wirkung wie der ursprüngliche Strom äussert. In den Linien- 
Elementen nämlich, welche zwei benachbarten Elementarströ- 
men gemein sind, fliessen die Ströme nach entgegengesetzten 
Richtungen; daher reducirt sich die Wirkung des ganzen Sy- 



elektrischer Ströme. 287 

iems auf die Wirkung der am Rande gelegenen Stromelemente, 
'eiche in ihrer Gesaramtheit einen dem ursprüngUchen Strome 
leiehen Strom ausmachen. 

Aus dem Obigen folgt, dass sich die Wechselwirkung zwi- 
hen zwei elektrischen Strömen auf die Wechselwirkung zwi- 
ien zwei transversal-magnetischen Flächen zurückführen lasse, 
setzt man nämlich die Elementarströme, welche für einen 
rom gesetzt werden können, durch ebene transversal-magne- 
che Scheiben von gleicher, verschwindend kleiner Dicke, so 
den alle diese Scheiben eine transversal-magnetische Fläche 
Q constanter Dicke, welche auf der einen Seite mit nördli- 
3m, auf der andern Seite mit südlichem Fluidum gleichför- 
g belegt ist. Die absolute Dichtigkeit der Belegungen ist 

= • — , wenn i die Intensität des Stromes und s die Dicke 
l f 

r Fläche oder den Abstand der Belegungen bedeutet. 

Wenn die soeben gemachte Bemerkung auf die Ermittelung 

r Wirkung zwischen einem elektrischen Strome und einem 

eiten Strome oder einem Solenoide angewandt werden soll, 

muss vor Allem das Potential einer der transversal-magne- 

chen Scheiben, welche für den Strom gesetzt werden können, 

sucht werden. Es sei d F das Element einer solchen Fläche, 

seine Entfernung von einem beliebigen Punkte 0. Femer 

irde durch -^ eine Differentiation nach der Normale des Ele- 

sntes angedeutet, solche in der Richtung der magnetischen 
:e des Elementes gerechnet. Die Intensität des Stromes, für 
lohen die Fläche gesetzt wird, sei i. Alsdann hat man offen- 
r für das Potential der Fläche in Bezug auf den Punkt 0: 




V = 

ier, wenn der Winkel, welchen der von ausgehende Leit- 
raU r mit der magnetischen Axe des Elementes dF bildet, 
irch S bezeichnet wird: 
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Der absolute Werth des Integrales kann als Inhalt dei 
Fläche aufgefasst werden, welche aus einer Kugelfläche mi 
dem Radius 1 und dem Mittelpunkte von derjenigen Kegel 
fläche herausgeschnitten wird, welche in ihre Spitze hat und. 
durch den Rand der Fläche oder die Stromcurve geht. Die« 
Bemerkung ist von Nutzen^ um den allgemeinen Verlauf des 
Potentiales einer transversal-magnetischen Fläche zu untersu- 
chen. Hierüber lassen sich folgende Sätze aufstellen. 

Alle Niveauflächen des Potentiales gehen durch den Rand 
der Fläche, so dass hier das Potential keinen bestimmten Werth 
aufweist. Unter ihnen tritt eine ins Unendliche sich erstreckende 
Fläche mit dem Potentialwerthe auf, welche in Gemeinschaft 
mit der magnetischen Fläche selbst den Raum, in welchem das 
Potential positiv ist, von dem Räume, in welchem es negati? 
ist, trennt. 

Die Kraftlinien sind im Allgemeinen in sich geschlossene 
Curven, von welchen eine jede die magnetische Fläche in einer 
ungeraden Anzahl von Punkten schneidet. Nähert man sich 
dem Rande der Fläche, so ziehen sich die Kraftlinien schliess- 
lich zu verschwindend kleinen Kreisen zusammen, die in der 
Normalebene der Randcurve liegen, und deren Mittelpunkte in 
letztere fallen. Die Richtung der Kraft in einem Pxmkte der 
Randcurve ist also nur insofern bestimmt, als sie auf der Curva 
senkrecht stehen muss. Die Grösse der Kraft ändert sich ste- 
tig, wenn man stetig fortschreitet; in der Randcurve wirdsia 
unendlich gross. 

Das Potential ändert sich stetig, wenn der Punkt, auf wel- 
chen es sich bezieht, eine stetige Linie beschreibt, ohne durA 
die magnetische Fläche hindurchzugehen» Tritt aber der 
Punkt von der einen Seite der Fläche durch letztere hindurch 
auf die andere Seite über, so zeigt hierbei das Potential eine^ 
Unterbrechung der Stetigkeit, und zwar ist der Betrag der plötz-- 

liehen Aenderung des Potentiales gleich +4jr -^, wo das obere : 

oder untere Vorzeichen gilt, jenachdem der Punkt in der Bick' 
tung der magnetischen Axe an der betreffenden Stelle oderia 
entgegengesetzter Richtung durch die Fläche hindurchgeht. 



elektrischer Ströme. 289 

Wenn eine Niveaufläche ausser in der Bandcurve auch noch 
anderweitig von der magnetischen Fläche geschnitten wird, so 
weist das Potential in den hierdurch entstehenden verschiede- 
nen Theilen der Niveaufläche Werthe auf, welche sich um ganze 

■ 

vielfache von + 4 « -=. von einander unterscheiden. 

Die Potentiale aller stetigen transversal-magnetischen Flä- 
chen mit derselben Randcurve liefern ein und dasselbe System 
von Qleichgewichtsflächen und Kraftlinien, können aber in ein 
und demselben Punkte verschiedene Werthe aufweisen. Für 
zwei solcher Flächen werden die Potentiale gleich in allen 
Punkten, welche ausserhalb des von beiden Flächen umschlos- 
senen Baumes liegen. In einem Punkte des letzt genannten 
Baumes unterscheiden sich die Potentiale um ein ganzes Viel- 

facbes von + 43r -7=.. 

Die Function der Coordinaten des Centrums der r, welche 
das Potential 



F= — 



einer bestimmten transversal- magnetischen Fläche darstellt, 
stellt auch die Potentiale aller übrigen transversal-magnetischen 
Flächen dar, welche für den Strom i gesetzt werden können. 
Man nennt dieselbe das elektromagnetische Potential des Stro- 
mes. Sie ist nach dem Vorhergehenden mehrdeutig, und zwar 
unterscheiden sich die einem beliebigen Punkte des Raumes 
entsprechenden unendlich vielen Werthe um ganze Vielfache 

von +43r--7=s'. Ueber die Wahl dieser Werthe machen wir 

- vT 

aber die Unterstellung, dass für eine stetige Folge von Punk- 
ten auch immer eine Folge von Potentialwerthen genommen 
werde, welche keine Unterbrechung der Stetigkeit zeigt. Als- 
dann wird die Aenderung, welche das Potential erleidet, wenn 
das Centrum der r sich stetig bewegt, durch die Differenz 
y% — Vi der Potentialwerthe Vi und V2 für bezüglich den An- 
fangs- und Endpunkt der Bahn dargestellt. Wenn sieh ins Be- 

Beer, Elektrostatik, Magnetismus und Elektrodynamik. l\) 
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sondere jenes Centrum einmal, zweimal u. s. f. so in einer in 
sich geschlossenen Bahn um den Rheophor herumbewegt, dass 
es sämmtliche Niveauflächen nach und nach einmal, zweimal 
u. s. f. schneidet, so beträgt die Aenderung, welche das Potential 

• 

hierbei erleidet, je nach dem Sinne der Bewegung + 4;r -/=•, 

+ Sn —=- u. 8. f. Bewegt sich aber das Centrum auf einer in 

sich selbst zurücklaufenden Bahn, welche nicht alle Niveauflä- 
chen schneidet, so erlangt das Potential nach jedem Umlauf den- 
selben Werth wie im Anfange. 

Die allgemeinen Vei*hältnisse des elektromagnetischen Po- 
tentiales eines Stromes mögen hier an dem Beispiel^ des nadb 
beiden Seiten hin unbegrenzten geradlinigen Stromes erläutert 
werden. Wir legen den Strom in diej8r-Axe, so zwar, dass seine 
Richtung mit der der positiven ;8f übereinstimmt, und fassen ihn 
auf als einen in der x^-TSbene gelegenen Ereisstrom, dessen 
Mittelpunkt in der Richtung der negativen x ins Unend- 
liche gerückt ist. Unter Anderm kann er dann ersetzt werden . 
durch eine ebene transversal- magnetische Scheibe, welche die 
ganze auf der negativen Seite der x-Axe gelegene Hälfte der 
rr-e^- Ebene bedeckt, und in welcher die magnetische Axe allent- 
halben die Richtung der positiven y hat. Für das Potential die- 
ser Fläche in Bezug auf einen Punkt mit den Coordinaten 
X, 2/, ^ erhalten wir, unter i die • Intensität des Stromes ver- 
standen : 



^= V? /"■ / 



4-00 

de' ^ 



V2 J J {(x'—x)^-\-y^-j-(g'-jiy]% 



-00 —00 



i y 

= ~r-^ • 2 arc tang - • 
1/2 ^ 

Es ist aber für arc tang derjenige zwischen —- x und -(- n gele- 
gene Bogen zu nehmen, dessen Sinus und Cosinuis in Bezng 
auf das Vorzeichen beziehungsweise mit y und x übereinstimmt. 
Diese nähere Bestimmung fällt fort, wenn es sich um das elek- 
tromagnetische Potential des Stromes handelt. Für letzteres 
können wir daher auch schreiben, unter (p den Winkel verstan- 
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Q, 'welchen eine durch und den Strom gelegte Ebene mit 
r arxr- Ebene bildet, und diesen Winkel in gleichem Sinne wie 
) ^Componente eines CJegenpaares gerechnet: 

V2 
m bemerke, dass die über die Ebene des Stromes gemachte 
mahme eine willkürliche ist. Daher kann auch in dem elek- 
)magnetischen Potentiale des Stromes das Anfangs-Azimuth 
B Winkels q> willkürlich gewählt werden. 

Aus dem geiundenen Potentiale ergiebt sich, dass jede durch 
n Strom gelegte Ebene eine Niveaufläche ist, und dass daher 
3 Kraftlinien Kreise sind, deren Ebenen auf dem Strome senk- 
ßht stehen, und deren Mittelpunkte in den Strom fallen, was 
oh leicht aus den Differentialgleichungen jener Linien gefun- 
n werden kann. Was die Richtung der Elraft in einem Punkte 
betrifft, so geht dieselbe von rechts nach links, wenn man 
D Punkt vom Strome aus betrachtet und der letztere von un- 
1 nach oben steigt. Für die absolute Grösse der Kraft end- 
b hat man, unter D die Entfernung des Punktes vom Strome 
rstanden: 



Es möge hier auch noch das elektromagnetische Potential 
ler elektrischen Schraubenlinie oder Spirale ermittelt werden, 
jü diese Form des elektrischen Stromes häufig Anwendung 
det. Die Windungen des sehr dünnen Rheophores seien 
jichmässig und enge aneinander über eine cylindrische Fläche 
gewickelt, dass die einzelne Windung nahezu in einen senk- 
jhten Querschnitt fällt. Der Theil des Stromes, welcher neben 
r Spirale vorhanden ist, werde ausser Acht gelassen. Man 
nke sich nun den Cylinder, auf welchen die Spirale ge- 
ekelt ist, durch eben so viele gleich weit von einander ent- 
mte Ebenen, als Windungen vorhanden sind, senkrecht ge- 
hnitten und jeden der so gewonnenen Querschnitte von einem 
arome umflossen, der in Richtung und Intensität mit dem 
ihraubenförmigen Strome übereinstimmt. Annähernd wird es 
öBtattet sein, dieses System von Strömen für die elektrische 

19* 
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Spirale zu setzen und so zu behandeln, als ob die Anzahl 
der auf die Längeneinheit gehenden Ströme unendlich gro» 
-wäre. Es werde jene Anzahl durch n bezeichnet und die Liri 
tensität durch i. Femer sei S diejenige Endfläche der Spirale 
oder des Cylinders, von welcher aus betrachtet die Strömung 
in der einzelnen Windung als rechtläufig erscheint, und N bA' 
die andere Endfläche. 

Ueber die Wirkung des Stromsystems in dem Räume, wel- 
cher ausserhalb des von den Flächen N und S begrenzten Cy- 
linderstückes liegt, lassen sich ganz analoge Betrachtungen wie 
beim Solenoide anstellen. Man findet sofort, dass sie sich auf 
die magnetische Wirkung einer gleichförmigen nördlich-magne- 
tischen Belegung der Fläche N und einer südlich-magnetischai 

• 

M 4 

Belegung der Fläche S von der absoluten Dichtigkeit -7= zu- 
rückführen lasse. Bezeichnen wir also durch Fjvr und Vs die 
Potentiale jener Flächen, solche mit magnetischer Flüssigkeit voa, 
der Dichtigkeit Eins belegt gedacht, so wird die Wirkung der 
elektrischen Spirale im äusseren Räume durch folgende Poten- 
tialfunction bestimmt: 

Es seien nun femer N' und S' zwei einander unendlich nabe 
Querschnitte der Spirale , von welchen jener der Endfläche 8^ 
dieser der Endfläche N zunächst liege. Man belege N' mit 
nördlichem, S' mit südlichem Fluidum, dessen absolute Dichtig- 
keit dieselbe, wie auf den Endflächen ist. Offenbar läset sich 
alsdann nach dem Vorhergehenden die Wirkung der Spirale 
im inneren Räume zwischen JV' xmd S' auf die magnetische 
Wirkung der Belegungen von JV, S, N\ S' zurückführen. Be- 
zeichnen wir aber durch Vy*^ F^ die Potentiale der Fläcbea 
N' und Ä' für eine Belegung von der Dichte Eins und durch 9 
und 6 die Normalen jener Flächen, so ist nach einem bekanntöi. 
Satze: 

dv dö 

Hiemach entspricht den Belegungen von N' und ff in dem 
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wischen ihnen gelegenen Rauine eine mit den Seiten des Cy- 
inders parallele, in der Richtung von N^ nach Ä' wirkende 
Sjraft 4n, Wenn wir also durch x die Entfernung vom mittle- 
ren Querschnitte der Spirale bezeichnen und sie in der Bich- 
rang von S nach N rechnen, so lässt sich die Wirkung der- 
selben im inneren Räume mittelst der folgenden Potentialfuno- 
don darstellen: 

V = :^(F^- Vs-inx). 

Die Derivationen der Functionen V und V nach den Coor- 

linaten stimmen in den Endflächen der Spirale mit einander 

iberein, die Werthe der Functionen selbst aber unterscheiden 

fi i 
rieh von einander um + -7=- • 2;r7, wenn l den Abstand der 

— V2 

Endflächen von einander bezeichnet. Wenn daher der Punkt, 
Äuf welchen sich das elektromagnetische Potential der Spi- 
rale beziehen soll, beispielsweise aus dem inneren Räume 
iurch die Endfläche N in den äusseren Raum tritt, und wenn 
man in dem ersten Räume für das Potential die Function V 

aimmt, so hat man im äusseren Räume V — --7=- '2nl z\x neh- 

V2 . 

men. Bewegt sich der Punkt aus dem inneren Räume durch die 

Endfläche N in den äusseren und hierauf wiederum durch S in 

len inneren Raum, so hat man für das Potential in den drei 

lurchlaufenen Räumen der Reihe nach zu nehmen: 

V2 1/2 

Gewöhnlich ist der Querschnitt der elektrischen Spiralen kreis- 
ormig. Alsdann können die Potentiale Fy und Vs leicht wie 
ölgt gefunden werden. Es sei R der Radius, V das Potential 
>iner Kreisfläche, die gleichförmig mit magnetischer Flüssigkeit 
^on der Dichte Eins bedeckt ist, in Bezug auf den Punkt 0. 
Dieser sei um u von der Kreisfläche und seine Projection ff auf 
letzterer um t vom Mittelpunkte entfernt. Wenn nun erstlich 
O ausserhalb des Kreises liegt, so ziehe man von O aus eine 
Secante, bezeichne durch r^ das kleinere, durch r^ das grössere 
der Segmente, welche auf ihr durch den Kreis bestimmt werden, 
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und durch (p den Winkel, welchen sie mit der Verbindungslinie T 
der Projection und des Mittelpunktes bildet. Endlich werde J: 
noch durch 9' derselbe Winkel für den Fall, dass die Secante 
in eine Tangente übergeht, bezeichnet. Alsdann hat man: 

1.) F = 2 y (V^fT»' - Vri' + «') d<p, 



wo zu setzen ist: 

Ti = tcosq> — VJ?2 — p siff^ y 2^ r2=tcos(p-\-VR^ — Psin(p\ 
Wenn zweitens die Projection (/ in die Kreisfläche fällt, so 
kommt : 

2.) F= 2 rVr2 + M»d9 — 27tu. 



Hier bedeutet r den von 0' nach dem Umfange des Kreises ge- : 
zogenen Leitstrahl und (p den Winkel, welchen derselbe mit der j 
Verbindungslinie der Projection und des Mittelpunktes bildet, 
so dass zu setzen ist: 

r =y R^ — Psintp^ — tcosq). 

Es erübrigt noch, die Beziehung zwischen den elektromag- 
netischen Potentialen zweier Ströme und dem Potentiale der i 
Ströme auf einander zu berühren. Nach den obigen Entwick- 
lungen muss das letztere mit dem negativ genommenen elektro- 
magnetischen Potentiale des einen Stromes in Bezug auf die 
magnetischen Quanta irgend einer der Flächen, welche für den 
anderen Strom gesetzt werden können, zusammenfallen. In der 
That lässt sich dies leicht direct durch die Betrachtung von Ele- 
mentarströmen beweisen. Bezeichnen wir also durch F, V die 
elektromagnetischen Potentiale zweier Ströme mit den Intensi- 
täten i, i\ durch F, F zwei der Flächen, welche für die Ströme '- 

gesetzt werden können, femer durch -^, -r^ Difierentiationen 

dv dv 

nach den Axen ihrer Elemente und endlich durch W das Po- 
tential der Ströme in Bezug aufeinander, so ist: 

]/2j dt/ V^ J ^'^ 
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[an hat auch, unter r die Verbindungslinie der Elemente dF^ 
F'y unter d, 6' die Winkel, welche r mit den Axen der Ele- 
lente bildet, und unter ^ den Winkel, welchen diese Axen mit 
inander bilden, verstanden : 

W = - -^j J dl elf. 

Dabei ist der Radius vector r stets in derselben Richtung, 
ntweder von dF nach dF\ oder umgekehrt, zu nehmen. 



n. 



VOM ELEKTROMAGNETISMUS- 



1. Ampöre's Hypothese vom Wesen des Magnetismua 

Die Wechselwirkung zwischen zwei Elementarströmen bietet^ 
wie wir sahen, eine vollkommene Analogie mit der Wechselwir- 
kung zweier magnetisirter Körperelemente dar, und zwar entspre- 
chen den magnetischen Axen der Elemente die Normalen der 
Ströme, und den magnetischen Momenten der Elemente die durch 
V2 dividirten Producte aus den Intensitäten und Flächen der 
Ströme. Eüeraus folgt, dass alle rein magnetischen Erscheintin- 
gen, welche sich durch die Coulomb'sche Annahme magneti- 
scher Flüssigkeiten erklären lassen, ebenmässig aus der elektro- 
dynamischen Wirkung von Elementarströmen, welche die klein- 
sten Theilchen der magnetisch erregten Körper umkreisen, her- 
geleitet werden können. In dem Auftreten solcher Molecular- 
ströme hat Ampfere den nächsten Grund des Magnetismus 
gesucht. Es führt aber diese Hypothese nicht bloss die rein 
magnetischen Erscheinungen auf die Gesetze der Elektrodyna- 
mik zurück, sondern sie verknüpft auch aufs Engste mit jenen 
beiden Gebieten die ganze Gruppe von Erscheinungen, welche 
sich auf die Wechselwirkung zwischen elektrischen Strömen und 
permanenten Magneten, sowie auf die Erzeugung des Iktagne- 
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Qus durch den elektrischen Strom beziehen und unter der 
[lennung der elektromagnetischen Erscheinungen zusammen- 
'asst werden. Diese Phänomene bilden den Gegenstand für 
nächstfolgenden Betrachtungen. 



Von der Wirkung zwisohen einem linearen elektri- 
ben Strome tmd einem permanenten Magneten, sowie 
»n der Indnotion des Magnetismus duroh einen linearen 

elektrisolien Strom. 



Die theoretischen Formeln, welche sich aus der Ampfere- 
lien Hypothese vom Wesen des Magnetismus für die Wechsel- 
irkung zwischen elektrischen Strömen und permanenten Mag- 
sten ergeben, können nach den Resultaten zahlreicher Beob- 
ihtungen als genauer Ausdruck der Wirklichkeit angesehen 
erden. Wir begnügen uns damit, beispielsweise einen der ein- 
.chsten hierher gehörenden Fälle zu berühren. 

Wenn man ein einseitig begrenztes SolenoXd in die Wirkungs- 
>häre eines geradlinigen, nach beiden Seiten hin unbegrenzten 
tromes bringt, so erleidet es eine Einwirkung, welche sich 
urch eine einzige Elraft darstellt. Die Kraft geht durch das 
a Endlichen gelegene Ende des Solenoides und ist bei einem 
schtläufigen Solenoide von rechts nach links gerichtet, wenn 
lan das Solenoi'd-Ende vom Strome aus betrachtet, imd wenn 
»tzterer von unten nach oben steigt. Unter übrigens gleichen 
'mständen ist femer die Kraft mit der reciproken Entfernung 
BS Solenold-Endes vom Strome proportional. Diese Gesetze 
LÜssen sich der Ampfere' sehen Hypothese zufolge auf die 
?ilrkung zwischen einem nach beiden Seiten hin unbegrenzten 
trome und einem Magnetpole übertragen, wobei es jedoch der 
fatur der Sache nach von vornherein unentschieden bleibt, ob 
em rechtläufigen Solenoide ein Nord- oder ein Südpol ent- 
preche. In der That kann nun erstlich aus den Versuchen 
>er8ted's, welche den Ausgangspunkt unserer Kenntnisse 
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vom Elektromagnetismus bilden, geschlossen werden, dass m 
solcher Strom auf einen Magnetpol eine Kraft ausübt, weicht 
die oben näher bezeichnete Richtung hat, wenn dem Nordpoli 
ein rechtläufiges, dem Südpole ein rückläufiges Solenoid eott 
spricht. Wenn man nämlich eine sehr kleine um ihren Mittd- 
punkt drehbare Magnetnadel der Mitte eines verhältnissmä«ig 
langen, geradlinigen Stromstückes nähert, so findet nach jene« 
Versuchen nur dann Gleichgewicht statt, wenn die magneti 
Axe der Nadel auf der durch das Stromstück und die Mi 
der Nadel bestimmten Ebene senkrecht steht, hierbei iin 
stellt, dass die Wirkung des Erdmagnetismus gegen die 
Stromes verschwinde. Betrachtet man die Nadel vom Strom 
aus, und steigt letzterer von unten nach oben, so ist dasGleicki 
gewicht labil, wenn die Nordhälfte der Nadel zur Rechten liegt^ 
dahingegen ist es stabil, wenn die Nordhälfte zur Linken liegt 
Aus jeder anderen Lage strebt die Nadel auf dem kürzestei 
Wege in die Lage des stabilen Gleichgewichtes zu gelangeB» 
Was die Grösse der Kraft betrifil, welche ein beiderseits unbe- 
grenzter geradliniger Strom auf einen einzelnen Magnetpol aus-, 
übt, so ist sie nach den Versuchen von Biot und Savart 
(Pr^cis ^lementaire de physique exp^rimentale par Biot) wirk- 
lich mit der reciproken Entfernung des Poles vom Strome pro- 
portional. Zu diesem Resultate gelangten die genannten Forscher 
wie folgt. Sie brachten eine horizontal schwingende Magnetnadd 
in den Wirkungskreis eines verhältnissmässig langen, geradlini- 
gen und verticalen Rheophores und bestimmten, nachdem sift 
die Wirkung des Erdmagnetismus mittelst eines Magnetstabe« 
neutralisirt hatten, die Dauer der Oscillationen, welche die Na- 
del in verschiedenen Abständen vom Stromleiter um ihreGleict 
gewichtslage herum ausführte. Die Nadel hatte eine parallde- 
pipedische Gestalt und war 2^"^ lang, 1°°^ breit und 0,1*^ diA 
Sie hing an einem Coconfaden so, dass ihre mittlere geometri- 
sche Axe senkrecht stand, und blieb bei den verschiedenen Ver- 
suchen in einer und derselben, von beiden Enden des geradlini- 
gen Stromstückes gleichweit entfernten Horizontalebene. Di« 
Entfernung der beiden Pole von einander, durch welche die 
Magnetnadel annähernd ersetzt werden konnte, war als ver 
schwindend klein gegen die in Betracht konam^nden Entfemmi' 
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jizusehen, wie aus dem Isocbronismus der Schwingungen 
iineren Abständen vom Stromleiter hervorging. Auch wa- 
ie Entfernungen der Nadel vom Strome stets klein im Ver- 
. mit den Entfernungen der Enden des geradlinigen Rheo- 
s und der übrigen Theile des Stromes. Unter diesen üm- 
en konnte der Strom als ein geradliniger, nach beiden 
1 hin unbegrenzter Strom und die Kraft, welche er auf 
Pol der Nadel ausübte, als umgekehrt proportional mit 
Quadrate der Oscillationsdaoer angesehen werden. Biot 
iavart gewannen nun in einer Reihe aufeinander folgen- 
ersuche die in der folgenden Tabelle aufgeführten Resul- 
Die Entfernung des Rheophores vom Mittelpunkte der 
ist durch D, die Dauer einer ganzen Oscillation durch 1 
hnet. 
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8,45 
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8,45 
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9,77 
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11,35 
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8,40 
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8,35 
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6,70 


12 


17,80 
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8,20 
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8,50 
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10,95 


1,5 


6,<X) 


3 


8,45 


3 


8,63 



de Versuche sind so angeordnet, dass jedesmal zwei Be- 
ungen für die Distanz 3 eine Bestimmung für die übrigen 
izen 4, 2 u. s. f. einschliessen. Indem man das arithmetische 
■ jener beiden Werthe mit dem eingeschlossenen Werthe 
idet, eliminirt man zum Theil den störenden Einfluss, 
en die Unbeständigkeit des Stromes ausübte. Es sei nun 
) 80 gewonnene Oscillationsdauer für die Distanz 3 und T 
be Grösse für die andere Distanz D. Alsdann müssen nach 
5U veri&cirenden Gesetze die Quotienten D : 3 und T'^ : T^ 
1er gleich sein. Dies ist wirklich annähernd der Fall, wie 
ar folgenden Tabelle erhellt. Die Differenzen lassen sich 
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sehr wohl aus den unvermeidlichen Beobachtungsfehlem und 
ins Besondere aus dem Schwanken der Stromintensität er- 
klären. 



2>:3 


j/a . j2 


D:3 


ji/2 j J>2 


1,333 
0,666 
1,666 


1,345 
0,652 
1,730 


2,000 
4,000 
0,500 


1,826 
4,464 
0,491 



Die Kenntniss der Gesetze, nach welchen ein elektrischer 
Strom auf einen Magnetpol einwirkt, setzt uns in den Stand, 
die Intensitäten elektrischer Ströme mittelst der mechanischen 
Wirkung, welche sie auf permanente Magnete ausüben, nicht 
allein mit einander zu vergleichen, sondern auch auf absolutes 
Maass zurückzuführen. Von den Instrumenten, welche wir zur 
Ausführung solcher Messungen besitzen, möge hier die Tan- 
gentenboussole und der Tangentenmultiplicator näher erörtert 
werden. 

Die Tangentenboussole besteht aus einem kreisförmigen, 
vertical stehenden, oflfenen Leiter und einer verhältnissmässig j 
kleinen, horizontal schwingenden Magnetnadel, deren Mittel- 
punkt auf der Axe des Leiters liegt. Beim Gebrauche wird die 
Ebene des Leiters mit dem magnetischen Meridiane parallel 
gestellt und das Instrument in eine galvanische Leitung so ein- 
geschaltet, dass nur der in dem kreisförmigen Leiter fliessende 
Theil des Stromes eine merkliche Wirkung auf die Magnet- 
nadel ausüben kann. Es äussert sich aber die Wirkung des 
kreisförmigen Stromes dadurch, dass die Magnetnadel aus dem 
magnetischen Meridiane heraus in eine neue Gleichgewichts- 
lage getrieben wird, und aus der Grösse dieser Ablenkung kann 
auf die Intensität des Stromes geschlossen werden, wie aus den 
folgenden Betrachtungen erhellen wird. 

Man lege den Anfangspunkt eines rechtwinkligen Coordi- 
natensystems in den Mittelpunkt des Kreisstromes, die positive 
Hälfte der x-Axe durch die. Mitte der Nadel imd die positive 
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Hälfte der jer-Aze senkrecht, der Richtung der Schwerkraft 
entgegen. In diesem Systeme seien, unter u den Abstand zwi- 
schen dem Centrum der Nadel und dem Centrum des Stromes 
verstanden, u -{- ^ und rj die horizontalen Coordinaten eines 
Punktes der x y -Ebene ^ welcher auf der Seite der positiven x 
liegt In Bezug auf diesen Punkt sei V das Potential der 
Kreisfläche, solche mit magnetischer Flüssigkeit von der Dichte 
Eins belegt gedacht. Alsdann hat man: 

n 

r= 2J /ri + (u + J)«d9 — 2ä(u4-|), 



▼0, unter R den Radius des Kreisstromes verstanden, zu setzen 
ist: 

r = V J?« — 1^2 sin tfj% — ricos(p. 

Aus der letzten Gleichung ergiebt sich: 
r2 = U« — 2Rcosq>.ri + ros 2 g) . i?« -| -^ — ^ • i?» + 



. . • • 



Substituirt man diese Entwicklung in den Ausdruck für V 
und entwickelt den Integranden in eine nach steigenden Dimen- 
sionen von { und i} fortschreitende Reihe, so erhält man nach 
Ausführung der Integration: 



^£ = 5-« + (|-i)i + ^,(i-i,.) 



. • • • 



-|f-(l»-il'2') + 

wo zu setzen ist: 

S'' = IJ-^ + 1*2. 

Aus der letzten Entwicklung lässt sich jetzt leicht die Ent- 
wicklung für das elektromagnetische Potential V des Stromes, 
welches zur Bestimmung der Wirkung des letzteren dient, her- 
leiten. Wenn der Strom, wie wir unterstellen wollen, von der 
positiven Hälfte der ;r-Axe aus rückläufig erscheint, so ist: 

Y^ ♦ F(ti) - Fcu + f) ^ i dV 

oder, wie die Ausrechnung ergiebt: 
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Für die Magnetnadel kann man in erster Annäherung, wo- i 
fern dieselbe von länglicher Gestalt und in gewöhnlicher Weise ^ 
magnetisirt ist, zwei entgegengesetzt gleiche Pole setzen, die in f 
den Schwerpunkten der nördlichen und südlichen Massen der 
idealen Oberflächenladung liegen. Es sei q der absolute Werth ' 
des magnetischen Quantums, welches in ein^m Pole concentrirt 
gedacht wird, und es werde | und i^ auf den Nordpol der ab- 
gelenkten Nadel bezogen. Alsdann ergiebt sich aus dem ge- 
fundenen Potential des Stromes für das Drehungsmoment der 
Kraft, womit der letztere auf den Nordpol der abgelenkten 
Nadel wirkt, in Bezug auf die Drehaxe der letzteren: 

/dV dY A 



2iqjt 



Y»''~ "25^^»? —si '(^'-W)v + 



V2 

Kehren wir in letzterem Ausdrucke das Vorzeichen der 
Grössen g, | und rj um, so erhalten wir das Drehungsmoment 
der Kraft, womit der Strom auf den Südpol der Nadel wirkt, 
in Bezug auf die Drehaxe,, und indem wir die Momente für den 
Nord- und Südpol addiren, finden wir für das horizontale (Jegen- 
paar, welches die Wirkung des Stromes auf die Nadel dar- 
stellt: 



z = -. 



iiqTtR^T] 



1 - ^s^i=i^«' - {,•) + 



Ausser dem elektrischen Strome wirkt auch noch der Erd 
magnetismus auf die Magnetnadel, und für das horizontale Ge- ^ 
genpaar, welches diese Wirkung darstellt, hat man, wenn H die 
horizontale Componente der Kraft bedeutet, womit die Erde auf 
die Einheit des magnetischen Fluidums einwirkt: 

Z' = 2qHl 
Für den Fall des Gleichgewichtes der Nadel verschwindet die 
Summe Z -f- Z'. Wenn also die ideale Länge der Nadel, d. h. 
der Abstand der Pole von einander, durch ?, die Ablenkung, 
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d. h. der Winkel zwischen der magnetischen Axe und dem 

tnagnetischen Meridiane, durch ^ uud endlich die Stromfläche 
Inrch F bezeichnet wird, so ist: 



% = 77=— lang ^ 
V2F ^ 






Lös der letzten Formel ersehen wir, dass man die Strominten- 
iiät mit der Tangente des Ablenkungswinkels proportional 
Btzen kann, wenn das Quadrat des Quotienten l : S gegen die 
linheit vernachlässigt werden darf. Bei der Boussole von 
^ouillet, bei welcher die Mitte der Nadel in dem Mittel- 
imkte des Kreisleiters liegt, muss also die ideale Länge der 
Tadel im Vergleich mit dem Radius des Leiters möglichst klein 
sin. Eine grössere Annäherung an die Proportionalität zwischen 
w Litensität und der Tangente der Ablenkung wird dadurch 
rrielt, dass man die Mitte der Nadel auf die Axe des Kreises 
L eine Entfernung von letzterem, welche der Hälfte des Ra- 
ins gleichkommt, legt, indem alsdann das zweite Glied der 
ngeklammerten Reihe verschwindet. Diese Einrichtung ist bei 
3r Gauga in 'sehen Boussole getroffen. 

Der Multiplicator dient zunächst zur Messung schwächerer 
feröme, aber auch stärkere Ströme lassen sich mittelst dessel- 
3n dadurch, dass man abgezweigte Theile der Ströme durch 
an Multiplicator leitet, mit einander vergleichen und auf abso- 
Ltes Maass zurückfuhren. Wir wollen hier eine einfachere Form 
38 Multiplicators, wie sie von Weber und Kohlrausch bei 
ner folgends zu erwähnenden Untersuchung angewandt wurde, 
iher betrachten. Dieses Instrument besteht aus einer cylin- 
risch-ringformigen Drahtrolle, deren Axe horizontal liegt, und 
ner Magnetnadel, welche an einem durch eine Oefihung der 
olle hindurch gehenden Faden horizontal und so aufgehangen 
b, dass ihr Mittelpunkt mit dem der Rolle zusammenfällt. Bei 
sm Gtebrauche wird die Axe der Rolle in die Ost -Westlinie 
ögestellt, so dass die Windungen mit dem magnetischen Me- 
diane parallel laufen, und nachdem der Strom durch die Rolle 
^leitet worden, die Ablenkung der Nadel nach Gauss 'scher 
.ethode mittelst Spiegel, Fernrohr und Skale beobachtet. Es 
i nun l die ideale Länge der Nadel, ^ der absolute Werth 
is in einem Pole concentrirt gedachten magnetischen Quan- 
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tums, Bi der kleinere, 2^2 der grössere Radius der Dralitroll6^ 
h die Entfernung ihrer Endflächen von einander und n die 
Anzahl ihrer Windungen. Femer sei i die Intensität des Sfcro- 
mes, also i : 4X das Stromquantum , d. h. das Quantum posi- 
tiver Elektricität, welches während der Zeiteinheit durch des 
Querschnitt einer Windung fliesst. Alsdann leuchtet ein, dm 
durch die Flächeneinheit eines axialen Querschnittes der Boi 
das Quantum in : 4AÄ (Rj — Ri) während der Zeitei 
hindurchfliesst. Wir können daher die Sache so ansehen, 
ob der von den Windungen eingenommene Raum stetig vi 
Kjeisströmen erfüllt sei , deren Axen in die Axe der Rolle fi 
len, deren Querschnitte die Elemente dö des axialen Qui 
Schnittes der Rolle sind, und deren Intensität gleich ind6 
h (R2 — Ri) ist. Wenn wir also dm'ch t die Ablenkung 
Magnetnadel, durch u den Abstand ihres Mittelpunktes von doe 
Ebene eines der erwähnten Ströme, sowie durch Z den absoff 
luten Werth des horizontalen Gegenpaares bezeichnen, welchfll 
die Wirkung der Drahtrolle auf die Magnetnadel darstellt, so i 
annähernd nach dem Vorhergehenden für kleine AblenkuDgens 

h(R'2 — -Bi) y 

V2inq7t 

^ IcostJ duj dR-- (1 + 16^4 \> 

_h Ri 
2 

wo ZU setzen ist: 

52 = iJ« -f ti2. 

Durch Ausführung der Integration ergiebt sich , wenn noch da| 
magnetische Moment ql der Nadel durch m und die EntfemunJ 
ihres Mittelpunktes von den innem und äussern Rändern der 
Drahtrolle bezüglich durch Si und S2 bezeichnet wird: 

y V2imn7ccost jj Ry + S2 



R2 — Ri 



L M, + Sj , (RI _ Rl\ P_\ 

;"^ iii + ,Si ■+" U',' st) m 



Für den Fall des Gleichgewichtes hat man also: 
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wo zu setzen ist: 

12, - iZi r^Ri + Si "^ \S} SiV 4A«J 
Der Maltiplicator dient nicht allein zur Messung der Inten- 
sität constanter Ströme, sondern kann aucb zur Yergleichung 
dektrischer Ströme von sebr kurzer Dauer dienen, d. h. zur Yer- 
gleichung elektrischer Quanta, welche den Multiplicator während 
einer sehr kurzen Zeit durchfliessen. Wenn man einen constan« 
ten elektrischen Strom nur während einer sehr kurzen Zeit 
durch den Multiplicator hindurchfliessen lässt, so besteht seine 
Wirkung auf die Nadel darin, dass er ihr einen nahezu plötz- 
Bßhen Impuls ertheilt, in Folge dessen die Nadel ihre Gleich- 
gewichtslage verlässt und entweder zu rotiren, oder um ihre 
Gleichgewichtslage herum zu oscilliren beginnt. Vernachlässigt 
man die sehr kleinen Ablenkungen der Nadel während der 
Bauer des Stromes, so hat man für diese Zeit, unter K das 
Trägheitsmoment der Nadel in Bezug auf ihre Drehaxe, untior 
Ze den Werth von Z für ^ = und unjber t die Zeit ver- 
standen: 

Hieraus ergiebt sich für die Angulargeschwindigkeit C, welche 
die Nadel durch den Impuls des Stromes erlangt, wenn r die 
Dauer des letzteren bedeutet: 

C = -^ Zq. 

ÜB sei nun J das Stromquantum, alsdann sind -f- Jt und — Jr 
die elektrischen Quanta, welche den Multiplicator während der 
Zeit r in entgegengesetzten Richtungen durchströmen. Dieselbe 
Wirkung wie diese Quanta würde oflfenbar das Quantum -{- 2Jt 
Hir sich ausüben, wenn es den Multiplicator während derselben 
Zeit und in derselben Richtung wie das Quantum -f- Jt durch- 
^römte. Da überdies die Wirkung auf die Nadel von der Ge- 
schwindigkeit der Elektricität unabhängig sein wird, wofern nur 
die Dauer der Strömung sehr kurz ist, so folgt: Leitet man 
durch den Multiplicator das elektrische Quantum Q nach der 
ferde hin ab, so erlangt die Nadel in Folge der elektrischen 
Strömung eine Angulargeschwindigkeit 0, für welche man hat: 

Beer, Elektrostatik, Magnetismus und Elektrodynamik. 20 
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^ IlmNQ 
^ = —K 

Was die Bewegung betriflRb, welche die Nadel in Folge 
langten Impulses annimmt, so hat man, wenn nur die W 
des Erdmagnetismus auf die Nadel in Betracht kommt i 
Torsion des Aufhängungsfadens, sowie die inducirende W 
der bewegten Nadel auf die in ihrer Umgebung befin 
Leiter vernachlässigt werden darf : 

Hieraus ergiebt sich für den Fall, dass die Bewegun 
oscillirende ist, und wenn ^ die Amplitude, z/ die Dane 
ganzen Oscillation bedeutet: 



Es ist also auch: 



C = ^sin\W. 



*Ö = l|-Ä'^'^''^' 



woraus folgt, dass der Sinus des halben Ausschlagwinkel 
übrigens gleichen Umständen als Maass für das durch de 
tiplicator geleitete elektrische Quantum angesehen werder 

Schliesslich wollen wir auch noch an dieser Stelle d: 
einandersetzung der Methode nachtragen, deren Webe 
bei seinen Versuchen über die Ampere'sche Formel 1 
hat, um die Einwirkung des Erdmagnetismus auf die 
wandte Bifilarrolle zu bestimmen. 

Die Wirkung des Erdmagnetismus auf einen Kreissti 
dieselbe, wie auf eine von dem Strome begrenzte um 
dünne, transversal-magnetische Kreisscheibe, deren magne 

Moment gleich -t= F ist, unter i die Intensität und untei 

Fläche des Stromes verstanden. Wenn also der Strom ur 
verticalen Durchmesser drehbar ist, so stellt er sich sei 
gegen den maguetischen Meridian. Wird er aus dieser 
gewichtslage herausgedreht, so strebt der Erdmagnetism 
in jene zurückzudrehen, und hat man für das Gegenpaa 
ches diese Wirkung darstellt, wenn der Winkel a, welc] 
Ebene des Stromes mit der Gleichgewichtslage bildet, sei 
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jst und die horizoDtale Componente des Erdmagnetismus wie- 
ierum durch H bezeichnet wird: 

1/2 
tei einer kreisförmigen DrahtroUe, wie die von Weber ange- 
randte Bifilarrolle es war, tritt an die Stelle von F die Summe 
Her der Flächen, welche von den einzelnen Windungen begrenzt 
werden. Um den Werth dieser Summe, die ideale Fläche der 
^lle, zu finden, wenn die Anzahl ihrer Windungen unbekannt 
t, kann man wie folgt verfahren. Man lässt die Rolle auf eine 
atfemte Boussole einwirken, indem man sie parallel dem magne- 
ischen Meridian und so aufstellt, dass ihr Mittelpunkt auf die Ost- 
resUinie der Magnetnadel zu liegen kommt. Hierauf bestimmt 
(ian die Ablenkung derselben Nadel, nachdem man an die 
itelle der Rolle eine andere Rolle von bekannter Fläche ge- 
letzt und in dieser dieselbe Stromstärke wie in jener hergestellt 
JMit. Die Flächen beider Rollen verhalten sich alsdann zu ein- 
1er wie die Ablenkungen der Nadel, wofern nur letztere hin- 
pehend klein sind. Auf diese Weise bestimmte Weber die 
le der Bifilarrolle und fand sie gleich 293140 Quadrat- 
meter. 
In dem oben für die Einwirkung der Erde auf eine Bifilar- 
gefundenen Ausdrucke tritt die Intensität des Stromes auf, 
es musste daher bei den Web er 'sehen Versuchen zur Eli- 
ktion jener Einwirkung die Beziehung zwischen der Inten- 
iRt und den Angaben des angewandten Galvanometers aufge- 
pbt "werden. Das letztere bestand, wie früher bemerkt wurde, 
• einem Magnetometer und einer Drahtrolle, deren Axe auf 
hl magnetischen Meridiane senkrecht stand und durch die 
tte der Magnetometernadel ging. Der Abstand zwischen der 
tte der Rolle und der Mitte der Nadel betrug bei den elek- 
dynamischen Versuchen 21,7*'". Weber bestimmte nun nach 
tstellung eines Stromes die Ablenkung der Nadel, sodann 
Schob er die Rolle längs der Ostwestlinie in grössere Entfer- 
tgen S von der Nadel und bestimmte wiedeiiim die Ablen- 
igen der Nadel. Auf diese Weise ergab sich, unter /5 und /3' 
Ablenkungen in dem einen und anderen Falle verstanden, 
ende Belation: 

20* 
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., 13880- 

Andererseits ist aber nach den oben für die Tangentenb 
aufgestellten Formeln, wenn O die ideale Fläche der G( 
meterrolle bedeutet, und wenn man berücksichtigt, dass c 
lenkungen sehr klein waren: 

folglich auch: 

4= =6940^^. 

Durch Messung wurde nun für die ideale Fläche der Gi 
meterrolle 83134,4 und für den Werth von H am Plat 
Magnetometers 0,191 erhalten. Es war also: 

-^ = 0,0159445/5. 

Die Entfernung des Spiegels von der Skale betrug bei de 
vanometer Vorrichtung 1103 Theile der Skale. Wenn also 
doppelte dem Bogen ß entsprechende Ablenkung in Theil 
Skale ist, so hat man endlich: 

-4== 3,614. 10-6 y. 

Gehen wir jetzt zu der Wirkung zurück, welche der Er 
netismus auf die BifilarroUe ausübte. An ihrem Platze 
H den Werth 0,138 und ihre ideale Fläche betrug, wie bei 
293140. BUemach ergiebt sich für den Werth des Gegen] 
Ey das an der BifilarroUe wirkte, wenn sie mit ihrer C 
gewichtslage den Winkel a bildete und zugleich das Ga 
meter die doppelte Ablenkung y zeigte: 

jB= 0,194 ay. 
Zum Schlüsse unserer Betrachtungen über die Amj 
sehe Hypothese vom Wesen des Magnetismus müssen wii 
kurz der Induction des Magnetismus durch einen elektr 
Strom gedenken. Nach der in Rede stehenden Theorie 
aber ein constanter elektrischer Strom in einem Körper, \v 
seiner Wirkung ausgesetzt wird, genau denselben maonet 
Zustand hervorrufen wie ein permanenter Magnet, desse 
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1.1 mit dem elektromagnetischen Potentiale des Stromes 
instimmt Dass dies in der Tliat der Fall sei, darf wohl 
mehreren Beobachtungen über die Magnetisinmg durch elek- 
e Ströme mit einiger Sicherheit geschlossen werden. Wir 
n uns indessen hier damit begnügen, als Beleg hierfür die 
che zu erwähnen, welche Lenz und Jacobi über die 
etisirung von Eisenstäben durch elektrische Spiralen an- 
It haben, und deren bereits in der Lehre vom Magnetis- 
S. IV. 5.) gedacht wurde, auf welche wir also verweisen. 



m. 



TIHEORIE DER STATIONÄREN ELEKTRISCHEN, 

STRÖMUNG. 



■ ;l 



fi 



1. Allgemeine Gesetze der stationären elektrisolien 

Strömung. 

Eine Bewegung elektrischer Massen in einem leitenden Kc 
per heisst stationär, wenn die Quantität und Geechwindigkc 
der positiven und negativen Elektricität, welche in 
einem Elemente des Leiters enthalten ist, im Verlaufe der 
keinerlei Aenderung erleidet. Als . eine solche stationäre 
wegung sehen wir jede elektrische Strömung an, deren 
kung constant bleibt, wie wir denn auch bei unseren bish( 
Betrachtungen über den constanten linearen elektrischen St 
von dieser Anschauung ausgegangen sind. 

Der nähere Grund für die Erhaltung einer Station« 
elektrischen Strömung ist in der Kraft zu suchen , welche vc 
sämmtlichen ins Spiel tretenden elektrischen Massen ausgel 
Diese sogenannte elektromotorische oder Scheidungs-Kraffc ti 
in jedem Punkte des Leiters entgegengesetzt gleiche elel 
sehe Quanta von einander und treibt sie nach entgegenge 
ten, mit der Kraft parallelen Richtungen auseinander. ^ 
nehmen an, dass hierbei die elektrischen Quanta, welche di 
ein beliel^ig gelegenes Flächenelement während der Zeiteinhfi 
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hindurchströmen, unter übrigens gleichen Umständen mit der 
Glrösse der elektromotorischen Kraft an der Stelle des Elemen- 
tes proportional sind. 

Die in Bewegung begriffene Elektricität tritt nach dem 
Vorhergehenden an jeder Stelle im Leiter in entgegengesetzt glei- 
hen Quantitäten auf, und auch die Geschwindigkeiten der letz- 
eren sind entgegengesetzt gleich. Daher ist die in Bewegung 
^riffene Elektricität nicht im Stande, den neutralen Zustand 
1 irgend einem Punkte des Leiters aufzuheben, imd muss die 
Inelle der elektromotorischen Kraft in ruhenden elektrischen 
[assen gesucht werden, welche neben der strömenden Elektri- 
ttät auftreten. Von jener ruhenden Elektricität kann aber be- 
riesen werden, dass sie nicht durch die Masse des Leiters ver- 
nreitet sein kann. Es sei nämlich V das Potential der fragli- 
dten elektrischen Massen im Innern des Leiters, dS das Ele- 
nent einer Niveaufläche und x eine nur von der Natur des 
Läters abhängige, übrigens aber constante Grösse. Alsdann 
kat man für das elektrische Quantum, welches während der 
Eeiteinheit durch das Element dS in der Richtung seiner Nor- 
male hindurchfliesst : 

dN 

' Es sei femer dS' das Element, welches auf einer zweiten 
ftemdlich nahe an d^S gelegenen Niveaufläche durch die Band- 
et F' 
Brmalen des Elementes dS bestimmt wird, und -rim sei das 

s&lle des Potentiales für die Punkte jenes Elementes. Als- 
tm kommt für das elektrische Quantum, welches während der 
iteinheit durch das Element dS' in der Richtung seiner Nor- 
Je hindurchfliesst: 

-x^ZldS'. 
dN' 

Der TJeberschuss des ersten der obigen Ausdrücke über den 
;ten stellt offenbar die Hälfte des Zuwachses an Elektricität 
, -welchen das von den Elementen dS, dS' und ihren Band' 
malen begrenzte körperliche Element dk während der Zeit- 
leit erlangt, und muss, weil die Strömung stationär ist, ver- 
srinden. Nun ist aber: 
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man hat daher auch für die ganze Ausdehnung des Leiters: 

I. j^r=o. 

In der That müssen also die fraglichen elektrischen Mas- 
sen ausserhalb oder auf der Oberfläche des Leiters gesucht 
werden. In den gewöhnlich vorkommenden Fällen, bei der hy- 
droelektrischen und thermoelektrischen Kette, kann die ruhende 
Elektricität offenbar nicht ausserhalb, sondern nur auf der 
Oberfläche der Leiter auftreten, und diese Fälle werden wir h 
der Folge stets vor Augen haben. 

Die stationäre elektrische Strömung in einem Leiter ist 
nach dem Obigen vollständig bestimmt, sobald das Potential V 
und die Constante x, der sogenannte Fortpflanzungscoefficient 
des Leiters für Elektricität, gegeben ist. In jedem Punkte des 
Leiters bewegt sich die Elektricität längs der Kraftlinie de* 
Potentiales, und zwar fliesst die positive Elektricität nach der j 
Seite hin, nach welcher der Werth des Potentiales abnimmt! 
Die Kraftlinien werden daher hier auch Strömungscurven ge- 
nannt. Die Stärke der Strömung hat zum Maass den absoluten 

dV 
Werth des Ausdruckes x -=^ • Demzufolge kann jede stationäre . 

Strömung als ein Complex von constanten linearen Strömei^^ 

welche das Volumen des Leiters stetig erfüllen, aufgefasst 

den. Legt man nämlich durch alle Randpunkte des Elemeoiai'j 

dS einer Gleichgewichtsfläche Kraftlinien, so begrenzen 

einen fadenförmigen Raum, durch dessen verschwindend kldne" 

Querschnitte während der Zeiteinheit gleiche elektrische Quant»*i 

iT 
fliessen. Der absolute Werth der letzteren fallt, wenn js 

das Gefalle des Potentiales an der Stelle des Elementes d5 be- 

dV 

deutet, mit dem des Ausdruckes x -r^ d S zusammen. Die elek- 

dN 

trische Bewegung in dem fadenförmigen Räume kann man abo*! 

als einen constanten elektrischen Strom betrachten, dessen' 

Curve eine der erwähnten Kraftlinien ist, und dessen Intensität^ 

d V ' 

durch den absoluten Werth des Ausdruckes ^xA^^dfif darge-. 
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ilt wird. Es läast sich aber offenbar der ganze Baum des 
ters in solche fadenförmige Elemente wie das betrachtete 
legen. Man ersieht aus obiger Bemerkung, wie die Betrach- 
lg der elektrodynamischen und elektromagnetischen Wir- 
rig von Leitern, in welchen stationäre Strömungen auftreten, 
f die der constanten linearen Ströme zurückgeführt werden 
an. Bei siplchen Systemen von Leitern, wie wir sie hier im 
Ige haben, sind die Stromcurven, also auch die soeben be- 
rochenen integrirenden linearen Ströme, in sich geschlossen. 
le Krümmung ändert sich im Innern des einzelnen Leiters 
rtig, zeigt aber, wie wir sehen werden, an der Grenzfläche 
rder Leiter im Allgemeinen eine Unterbrechung der Stetigkeit. 

Für das Potential der ruhenden Elektricität lässt sich, aus- 
der Bedingung I., welche für die inneren Punkte des Leiters 
\i eine zweite Bedingung aus dem Begriffe der stationären 
lung herleiten, die sich auf das Gefalle des Potentiales an 
Oberfläche des Leiters bezieht. Es sei d ein Element der 
lache des Leiters Äi imd es grenze der letztere in den 
des Elementes an einen zweiten Leiter Aq, Das Po- 
der ruhenden Elektricität werde fiir den Raum des er- 
h Leiters durch Fi, für den des zweiten Leiters durch Fg be- 
Pbnet. Femer seien Si und Sj zwei Niveauflächen, von wei- 
fe jene in Äu diese in A2 unendlich nahe an c!0 liege. Auf 
•e Flächen projicire man das Element d und bezeichne die 
jectionen durch dSi und dÄj. Endlich seien ^1, n, ^3 die 
cinalen der Elemente dSi, dO, d/Sj, solche in der Richtung 
! dSi nach dO, von Äi nach A^, von dO nach d5a gerech- 
Alsdann hat man für die elektrischen Quanta, welche 
U'end der Zeiteinheit durch dSi und dS2 in der Rich- 

d V 
J ihrer Normalen hindurchfliessen , bezüglich — Xi ~t^ d Si 

d V 
— ^ ^ -J dSiy wenn Xj \md Xj die Fortpflanzungs-Coeffi- 

ten der Leiter sind. Jene Quanta müssen nun offenbar 
1 dem Begriffe der stationären Bewegung einander gleich 
» und fallen mit dem Quantum zusammen, welches während 
Zeiteinheit durch das Element dO von -4^ nach A^ über* 
L Man hat also: 
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oder auch: jj 

TT dV^ dV2 1 



dn dn 

Wenn insbesondere x^ verschwindet, oder, was dasselbe heisst, 
wenn der Leiter Äi mit dem Elemente dO an ein isolirendes . 

Mittel grenzt, so muss -j-^ verschwinden. An der freien Ober- * 

dn 

fläche eines Leiters, d. h. an demjenigen Theile seiner Obe^ 
fläche, mit welchem er an ein isolirendes Mittel angrenzt, müs- 
sen also die Strömungscurven der Oberfläche parallel laufen 
mid die Niveauflächen senkrecht in letztere einschneiden. 

Während das Potential der ruhenden Elektricität im In- 
neren eines imd desselben Leiters stetig verläuft, muss es bei 
dem Uebergange von einem Leiter zu einem zweiten angren- 
zenden Leiter auf der Berührungs- oder Trennungsfläche im 
Allgemeinen eine Discontinuität zeigen. Dies ergiebt sich an« 
dem Begriffe der stationären Strömung wie folgt. Es sei für 
die stationäre Strömung in einer Kette von Leitern s der Bo- 
gen, ö der Querschnitt eines der integrirenden linearen Ströma 
Alsdann hat man für die einzelnen Leiter, durch welche der 
Strom hindurchgeht, unter x den Fortpflanzungscoefficienta j 
und unter c eine von der Natur der Leiter imabhängige Con- J 
staute verstanden: 

dV 
ds 

oder: 

17 r^^ 

J XCJ 

Die in sich geschlossene Stromcurve trefie in ihrem Verlanfe j 
der Reihe nach die Leiter Äiy Ai^^.^Av mit den Fortpflanzung»- 
coefficienten Xi, X2,...x„, und zwar gehe sie durch jeden nur 
einmal hindurch, wie der Einfachheit wegen angenommen werde. 
Femer sei für ein Fortschreiten in der Richtung von A\ nach 
A>t u. s. f. der Werth des Potentiales F an der ersten und 
letzten Berührungsfläche des ersten Leiters, des zweiten Leif 
ters u. s. f. Fl' und Fi", Fg' und F2" u. s. f. Endlich ward« 



\ 
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der Bogen s von der ersten Endfläche des ersten Leiters an ge- 
rechnet und die Länge der Stromcurve in den verschiedenen 
Leitern durch ?i , Z2 ? . • • ly, die ganze Länge der Stromcurve durch 
L bezeichnet. Alsdann hat man : 

h 






h+k 



1 X3GI I TtyCO 

woraus folgt: 

L 

+ ''.'+■ •■+»V')-(F,"+r,"H — i-n."). 



/^=(''.' 



Verliefe nun das Potential auch an den Berührimgsflächen der 
Leiter stetig, so wäre: 

Fl" = F/, F/' = F,', F/ = F/, 

und es ergäbe sich also, dass die Constante c verschwinden 
m&se, was nicht möglich ist, wenn überhaupt in der betrachte- 
ien Curve eine Strömung auftritt. 

Ueber die Discontinuität des Potentiales V an der Berüh- 
rungsfläche zweier Leiter machen wir die Annahme, dass sie 
Mr durch die in der unmittelbaren Nähe der Fläche auftreten- 
<Ien Verhältnisse bedingt ist. Sind diese Verhältnisse, wie wir 
Unterstellen wollen, auf der ganzen Fläche gleich, so ist auch 
^e Diflferenz der Potentiale Vi und F3 in dem einen und an- 
deren Leiter für alle Pimkte der Fläche eine und dieselbe. Als- 
dann hat man für alle Punkte der Berührungsfläche, imter £1 
Xüd «2 zwei Constanten verstanden: 

m. Fl + £, = F2 + £2. 

Aus der letzten Gleichung folgt, dass die Berührungsfläche 
»weier Leiter von den Niveauflächen der letzteren in einem und 
demselben Systeme von Curven geschnitten wird. Daher lie- 
gen die beiden Tangenten, welche eine Strömungscurve in ih« 
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rem Durchschnittspunkte mit der Berührungsfläche im Allge- 
meinen aufweist, in einer Ebene mit der Normale jener Fläche 
für denselben Punkt, und hat man, wenn q)i und 92 die Win- 
kel zwischen jenen Tangenten und der Normale smd, wegen 
der Gleichung IL: 

tang g)i : tang gjg = 3<i : X2. 

Durch die Bedingungen I. bis III. ist die Strömung in einer 
Kette von Leitern vollständig bestimmt. Es seien nämUch V 
und F' zwei jenen Bedingungen genügende Potentialfunctionen. 
Ihre Differenz werde durch U bezeichnet. Alsdann hat man 
wegen der beiden letzten Bedingungen für die Punkte einei 
Trennungsfläche zweier Leiter, wenn n die von innen nach 
aussen gerechnete Normale bedeutet und die Marken 1 und 2 
sich auf den einen und anderen Leiter beziehen: 

TT TT A äXJi . dUi A 
Daher ist auch: 

Hieraus folgt: 



"f" 



dn 

wo sich die Integration über die Oberflächenelemente dOi^ 
einzelnen Leiters, die Summation über alle GUeder der Kette 
erstreckt. Weil aber ferner ^'^ U wegen der ersten Bedingnnj 
innerhalb jedes einzelnen Leiters verschwindet, so ist nach 
einem bekannten Satze, unter d k das körperliche Element eineB 
Leiters und unter N die Normale der Niveaufläche des Poten- 
tiales U verstanden: 



/^if^ "=/©*''- 



Hiemach hat man: 

'dUV 



. ./Q' » = 0. 



Die Grösse U ist mithin innerhalb jedes einzelnen Leiters con- 
stant, und da sie an der Grenzfläche zweier Leiter keine Un* 
Stetigkeit zeigt, so ist sie auch in der ganzen Kette constanii 
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so dass sich V und V nur um einen constanten Summanden 
von einander unterscheiden können. 

Bei der hydroelektrischen Kette, auf deren Betrachtung 
wir uns in der Folge beschränken werden, muss der Grund 
für die Discontinuität des Potentiales und hiermit für die Ent- 
stehung des Stromes in der Wirkung der Molecularkräfte an 
den Berührungsflächen der auf einander folgenden Glieder der 
Kette gesucht werden. Hier scheinen über die Cons tauten «i, «j 
der Gleichung IH., welche wir kürzehalber Molecularconstan- 
ten nennen wollen, folgende Annahmen zulässig zu sein. Wenn 
die einander berührenden Leiter beide metallisch sind, so hängt 
«1 lediglich von der Natur des ersten, s^ von der Natur des 
zweiten Leiters ab. Ist aber einer der Leiter, wir wollen sa- 
gen der erste, ein Elektrolyt, der zweite ein Metall, so hängt 
«1 von der Natur beider Leiter, «2 nur von der des zweiten Leiters 
ab. Wenn endlich beide Leiter Elektrolyte sind, so sind auch 
beide Constanten von der Natur beider Leiter abhängig. Aus 
diesen Annahmen ergeben sich in der That für das Auftreten 
des elektrischen Stromes in einer geschlossenen Kette dieselben 
Bedingungen, wie sie die Beobachtung liefert. Man hat näm- 
Jich bei einer Kette von v Leitern für irgend eine- durch alle 
Cflieder hindurchgehende integrirende Strömung, wenn die frü- 
heren Bezeichnungen beibehalten werden: 



= (F/+ F/ + --+ Vr')-(r,"+ F," + .- + Vy"). 




Kad nun erstlich alle Glieder von metallischer Natur imd wer- 
^ ihre Molecularconstanten durch «i , «2, . • . ^v bezeichnet, so ist: 

^aher verschwindet die Grösse c und es entsteht keine elektri- 
'he Strömung. Li einer Kette von Metallen und Elektrolyten 
itt aber im Allgemeinen ein Strom auf. Ist insbesondere 
-!• fite Leiter ein Elektrolyt, so kommt, wenn sich «^ auf den 
c>ntact desselben mit dem vorhergehenden, eji auf den Con- 
•ct mit dem folgenden Metall bezieht: 

Fl" + 6i = F^ + 62, f;;_, + ^^^1 = F^ + 



a 



/"» 



F^' + «;; = F;+i + ^^+1, V^ +ay=Vi + a^, 
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so dass man bat: 
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fX- 



Auch hier verschwindet der Strom, wenn die metallischen Lei- 
ter, welche den Elektrolyten einschliessen , von gleicher Be- 
schaffenheit sind. Für die sogenannten constanten galvani- 
schen Elemente, in welchen ausser metallischen Leitern zw« 
auf einander folgende Elektrolyte auftreten, findet man, wem 
letztere sich an der fiten und (ft-|-l)ten Stelle befinden: 



' / 5^-V'-V 



+ ^|U + 1 — ^^ + 1 



Die Annahmen, welche im Obigen über die DiscontinuitÖLg 
des elektrischen Potentiales in einer geschlossenen galvanisch 
Kette gemacht wurden, müssen offeubar auch für eine offe: 
Kette gültig bleiben. Da aber in einer solchen keine stationä 
Strömung stattfinden kann, weil eine Stromcurve durch 
Berührungsfläche zweier Leiter ebenso oft in der einen wiei 
der anderen Richtung hindurchgehen würde, so muss a 
dem das Potential innerhalb jedes einzelnen Leiters einen 
denselben Werth aufweisen. In der That stehen die Folg 
gen, welche sich hieraus ergeben, mit den Fundamentalsätü 
von der Contactelektricität im Einklang, wie wir jetzt 
ten wollen. Erstlich hat man für das Gleichgewicht der jEWe* 
tricität auf zwei einander berührenden, übrigens aber iso 
Conductoren, wenn die frühere Bezeichnung beibehalten wird: 

Fl -f fi = Fj -f- f2? oder: Vi — F2 = £2 — h* 
Durch den Contact der beiden Leiter werden hiernach gleii 
Mengen positiver und negativer Elektricität entwickelt, die 
so auf den Oberflächen der Leiter anordnen, dass der W 
ihres Potentiales im ersten Leiter den im zweiten Leiter 
die lediglich von der Natur der beiden Leiter abhängige G 
£2 — «1 übertrifft. War einer der Leiter oder waren beide 
ter vor der Berührung geladen oder werden sie nach der 
rührung geladen, so verbreiten sich diese Ladungen nur ül 



iU 
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e freie Oberfläche der Leiter, und zwar in der Art, dass ihr 
)tential in der ganzen Ausdehnung beider Leiter einen und 
jnselben Werth erlangt. Wenn die Leiter ursprünglich neu- 
al sind und nach stattgehabter Berührung von einander ge- 
ennt werden, so weisen sie entgegengesetzt gleiche Ladungen 
tf. Der erste Leiter ist mit positiver oder negativer Elek- 
icitat und dem entsprechend der zweite mit negativer oder 
sitiver Elektricität geladen, je nachdem «i kleiner oder grösser 
3 £2 ist. Der absolute Werth der Differenz £2 — ^1 dient als 
aass für die elektromotorische Kraft, welche durch den Con- 
ct entwickelt wird, wobei zu bemerken, dass diese Kraft 
3hl von der elektromotorischen Kraft einer stationären Strö- 
ang zu unterscheiden ist. Es seien zweitens £1, £2, £3 die 
olecnlarconstanten dreier metallischer Leiter, und es sei: 

dass sich der erste Leiter gegen den zweiten und dieser ge- 
sn den dritten elektro-positiv verhält. Alsdann ist: 

«1 < «8, («3 — «1) = (f2 — «1) + (f8 — «2), 
h. es verhält sich dann auch der erste Leiter gegen den drit- 

n elektro-positiv und die elektromotorische Kraft für den 

mtact dieser beiden Leiter ist gleich der Summe der elektro- 

otorischen Kräfte für den Contact des ersten mit dem zwei- 

tt und des zweiten mit dem dritten Leiter. Man findet drit- 

QB für eine offene Kette von v metallischen Leitern : 

Fl + £1 = F2 + 62 = z= F^ -f £^. 

Leraus folgt insbesondere: 

M Vy =2 Sy £1 , 

h. der Unterschied der Potentialwerthe in den Endgliedern 
er Polen der Kette ist von den Zwischengliedern unabhängig 
d kommt mithin auch der elektromotorischen Kraft für den 
^^tact jener beiden gleich. Dies gilt im Allgemeinen nicht 
ihr, sobald in der Kette ein Elektrolyt auftritt. Nimmt die- 
:^ etwa die ftte Stelle ein und bezieht sich £^' auf den Con- 
lit des Elektrolyten mit dem vorhergehenden, £^" auf den 
»ntact mit dem folgenden Metall, so ist: 

i 4- 61 = . . . . = F^ + £/, F^ + £/ = ....= F^ + £„ 

iraus folgt: 

ML Vy Z^ 6y ^1 -f" €// £;i • 
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Es ist leicht, aus dem Vorhergehenden zu entnehmen, was ein- 
treten werde, wenn man eines der Endglieder oder beide End- 
glieder einer offenen Kette mit der Erde in leitende Verbin- 
dung setzt. 

Litteratur. G. S. Ohm. Die galvanische Eette, mathematisch bearbei- 
tet. 1827. 
Sm aasen. Vom dynamischen Gleichgewicht der Elektricitat in einem 

Körper und im unbegrenzten Räume. Pogg. Anna]. Bd. LXXII. 
Kirchhoff, lieber die Anwendbarkeit der Formeln für die Intensitä- 
ten der galvanischen Ströme in einem Systeme linearer Leiter auf Sy- 
steme, die zum Theil aus nicht linearen Leitern bestehen. Pogg. AnniL 
Bd. LXXy. lieber eine Ableitung der Ohm 'sehen Gesetze, welche ndi 
an die Theorie der Elektrostatik anschliesst. Pogg. Annal. Bd. LXXYIQ. 



2. Von der stationären elektrisclien Strömung in 

linearen Leitern. 

a. Das Ohm'sche Gesetz. 

In einem drahtförraigen Leiter, welcher in eine geschlossene 
galvanische Kette so eingeschaltet ist, dass er das vorherge- 
hende und das folgende Glied mit je einem Ende berührt, lau- 
fen offenbar wegen der für die freie Oberfläche geltenden Be- 
dingung die Strömungscurven nahezu mit einander parallel fon 
dem einen Ende bis zum anderen und weist das Gefälle des Po- 
tentiales der ruhenden Elektricitat in den verschiedenen Pauk- 
ten eines Querschnittes nahezu einen und denselben Werth aat 
Beides gilt um so mehr, je dünner der Draht ist. Für denFatt 
nun, wo er als verschwindend dünn angesehen werden kann, 
sei cö der Querschnitt, s der entsprechende Bogen und V iü 
Potential der ruhenden Elektricitat im Inneren des Leiters, wel- 
ches als Function des Bogens aufgefasst werden kann. Man W 
alsdann, da die Bewegung der Elektricitat stationär ist: 



(»s 



ds 
Wenn der Querschnitt allenthalben constant ist — ein F4 



1 
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eichen wir in der Regel stets vor Augen haben werden — 



kommt: 



I — 



ieraus ergiebt sich aber, unter F' den Wertb des Potentiales 

i dem Ende mit dem kleineren Bogen s', unter F" den am 

ideren Ende und unter l die Länge des Leiters verstanden : 

F" — F' 
F- F= ^ ^ ^ (s-s'y 

is Potential F ist also eise lineare Function des Bogens. Die- 
D Bogen wollen wir aber in der Richtung der positiven Strö- 
ang, also so nehmen, dass einem positiven Wachst hum dessel- 
in ein negatives Wachsthum des Potentiales entspricht und 
' grösser als V" wird. In dieser Annahme erhalten wir für 
18 Stromquantum J, wenn noch der Fortpflanzungscoefßcient 
irch X bezeichnet wird: 

dv r — F" 

J =. X CO -3— = X CO ^ .. 

ds l 

1er, wenn wir für den Quotienten Z:xco, welchen wir den ab- 

iluten Widerstand des Leiters nennen werden, den Buchstaben 

setzen: 

F - F" 
j = • 

ieraus ergiebt sich endlich noch für die Intensität des Stro- 
ms im linearen Leiter, unter k die Constante der Webere- 
ien Fundamentalformel verstanden: 

F' — V" 

i = 4Ac7'= 4A- — . 

w 

Bei einer geschlossenen galvanischen Kette, welche aus 
iter linearen, mit den Enden einander berührenden Leitern 
äammengesetzt ist, gelten die oben gewonnenen Resultate für 
les einzelne Glied. Die weitere vollständige Bestimmung des 
tentiales ergiebt sich hier aus den für die Berührungsstellen 
Itenden Bedingungen, indem die Bedingung für die freie Ober- 
che bereii^ bei der Bestimmung der Form des Potentiales 
:ücksichtigt wurde. Beiderseits von einer solchen Stelle müs- 
i erstlich gleiche Stromquanta und gleiche Stromrichtungen 
Ftreten. Man hat daher, wenn die verschiedenen in Betracht 

Beer, Elektrostatik, Magnetismus und Elektrodynamik. 21 
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kommenden Grössen, welche sich auf die in der Richtung des 
Bogens s einander folgenden Leiter beziehen, durch dieselben 
Buchstaben wie früher und in der Unterstellung, dass v GKe- 
der vorhanden sind, durch die Marken 1, 2, ... v bezeichnet 
werden : 

TT dVi dV^ dVy 

Es ist also auch: 

Fl' - F," n' - n" Vy' — Vr" 

Wl iOi i/Oy ' 

woraus folgt: 

J(Wi -f- *<^2 + • • ' "4" "^y) 
= (Fi' + F,' + ....+ Vy') - (Fl" -\-r,"-\ h Vy'). 

An den Berührungsstellen muss zweitens das Potential unste- 
tig sein, so zwar, dass man hat: 

m. Fl" + £i" = F,' + s,', 
V," +a," == Fa' + £a', Vy" + By" = F/ + a.', 

WO £i', £i", «2', ^3" u. s. f. die Molecularconstanten für den Con- 
tact des ersten und zweiten, des zweiten und dritten Leite» 

u. s. f. bedeuten. Die Differenzen £1" — £2', «2'' — «3', By'—Bi 

wollen wir durch 61,2, 62,3» .... ey,i bezeichnen und mit Rück- 
sicht auf ihre Vorzeichen die an den Berührungsstellen ent- 
wickelten elektromotorischen Kräfte für ein Fortschreiten in 
der Richtung des Bogens s nennen. Alsdann liefert die Sum- 
mation der letzten Gleichungen: 

^1.2 + ^2.3 H h ^y»i 

= (Fl' + F2' + ... + F/) - (F/' + F2'' + ... + F/). 

Die Combination dieser Gleichung mit der aus IL hergeleiteten 
ergiebt: 

wo 2e und Zw für die Summe der elektromotorischen Kräfl« 
und die Summe der Widerstände gesetzt ist. Für die Intensi- 
tät des Stromes endlich kommt: 



\ 
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Die letzte Gleichung lehrt uns , dass die Intensität des elektri- 
schen Stromes in einer aus linearen Leitern zusammengesetz- 
ten Kette mit der Summe der elektromotorischen Kräfte gerade 
und mit der Summe der Widerstände umgekehrt proportional 
ist. Dieses Gesetz wurde von Ohm entdeckt und nach ihm 
benannt. 

Wir wollen jetzt untersuchen, ob und wie das Ohm'sche 
Gesetz auf den Strom in dem Schliessungsdrahte einer galvani- 
schen Kette von beliebiger Form ausgedehnt werden könne. 
Für jeden der integrirenden Ströme, welcher durch alle Glieder 
der Kette hindurch geht, hat man, wenn die bisherige Bezeich- 
nung beibehalten wird: 



£e. 




Der hier auftretende Bogen werde von demjenigen Ende des 
Schliessungsdrahtes an gerechnet, in welchem das Potential für 
ktzteren seinen grössten Werth aufweist. In demselben Punkte 
tritt die positive Strömung aus der Kette in den Schliessungs- 
draht, weshalb wir denselben auch — als Punkt der Kette — 
die positive Elektrode oder den positiven Pol der Kette nen- 
Jien werden, während der Punkt, in welchem das andere Ende 
<'e8 Schliessungsdrahtes die Kette trifil, die negative Elektrode 
oder der negative Pol der Kette heissen soll. Um die positive 
Elektrode als Mittelpunkt werde nun eine verschwindend kleine 
Sügelfläche gelegt. Sie liegt zur Hälfte in dem betreffenden 
ändgliede der Kette und diese Hälfte werde durch (J, eines ih- 
er Elemente durch dö bezeichnet. Alsdann ist: 



döc / — = (jz;e. 







rtm hat man offenbar für denjenigen Theil des links stehen- 
©n Ausdruckes, welcher sich auf die Ströme im Schliessungs- 
faht bezieht, öJWf wenn J das Strom quantum, l die Länge 
txd to den Widerstand dieses Leiters bedeutet. Daher ist: 

21 • 
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Jk; + T / ^^^ / =^ Se. 





ß 



Das zweite Glied in dieser Gleichung ist von der Form 
Schliessungsdrahtes insofern unabhängig, als die Elektricität auf 
der freien Oberfläche jenes Leiters keine merkliche directe Wir- 
kung auf die Kette äussert. Ueberdies hat man, wie leicht 

einzusehen : 

'cdö 

Setzen wir daher für das fragliche Glied JW, so wird TT mir 
von dem Bau der Kette und der Lage der Elektroden abhän- 
gen und kommt, wenn noch für £e, die sogenannte elektro- 
miotorische Eüraft der ganzen Kette, E gesetzt wird: 

W+w' 
Um den Betrag der Grösse TT, des sogenannten Wider« 
Standes in der Kette, möglichst herunterzudrücken, giebt man 
den metallischen Leitern, welche die Elektrolyte einschliessen, 
die Form von Platten und stellt diese möglichst nahe einander 
gegenüber. Alsdann kommen wegen des geringen Abstände« 
der Metallplatten und wegen der verhältnissmässig geringen 
Leitungsfähigkeit der Elektrolyte hauptsächlich nur die Ströme 
in der Flüssigkeitsschicht zwischen den einander zugekehrten 
Flächen der Metalle in Betracht und diese Ströme gehen naheza 
senkrecht durch die Schicht hindurch und sind von der Lage 
der Elektroden annähernd unabhängig. Annähernd ist also 
hier auch der Widerstand W nur von den trennenden Schick- 
ten der Elektrolyte abhängig. Bei einer flüssigen Schicht, die 
allenthalben gleich dick ist, erlangt die Strömung allenthalben 
nahezu gleiche Stärke und ergiebt sich für den betreffenden 
Theil des Widerstandes, analog wie bei linearen Leitern, in ei^ 

ster Annäherung -g, wenn d die Dicke, die Oberfläche 

X der Fortpflanzungscoefficient der Schicht ist. 

An das Vorhergehende schliessen wir die Betrachtanf 
zweier besonders wichtiger Systeme von galvanischen Kettet 



\f 



elektrischen Strömung. 325 

3s werde erstlich eine Reihe von Ketten durch lineare Leiter 
:u einer einzigen Kette verbunden. In jeder componirenden 
^ette wird nahezu dieselbe Art — nicht aber Stärke, noch auch 
lichtung — der Strömung auftreten, wie wenn sie für sich 
lurch einen Leiter geschlossen würde, indem das Potential in 
lir zum bei weitem grössten Theile nur von der in ihr enthal- 
enen Elektricität herrührt, ähnlich wie bei einem Systeme von 
icydener Flaschen. Hiernach ergiebt sich aus dem Vorher- 
ehenden ohne Weiteres für das Stromquantum J in einem der 
nearen Verbindungsstücke, wenn W den Widerstand, E die 
lektromotorische Kraft der einzelnen Kette für ein Fortschrei- 
en in der Richtung der positiven Strömung im Schliessungs- 
xahte und w die Summe der Widerstände in den Verbindungs- 
tücken bedeutet: 

j_ HE 

\vL den betrachteten Systemen gehört die galvanische Säule, 
ie ist aus gleichen galvanischen Elementen — Ketten, in wei- 
hen nur eine einzige Unterbrechung der metallischen Leitung 
battfindet — zusammengesetzt, so zwar, dass die entgegenge- 
atzten Pole zweier einander folgender Elemente mit einander 
erbunden sind. Für die galvanische Säule hat man, wenn n 
ie Anzahl ihrer Elemente ist: 

E 



J = 



' n 



Es seien zweitens a/^und ai", a^ und Oj", .... an und a«" 
Ie Elektroden von n galvanischen Ketten. Die Elektroden 
/y....an seien mit einander durch gleichartige Drähte ver- 
landen, welche die Elektroden mit je einem Ende berühren 
cid mit den anderen Enden in einem Punkte ff zusammen- 
ossen. Li gleicher Weise seien die Elektroden ai\ .... a«" mit 
blander durch Drähte verbunden, welche sich in dem Punkte 
^' vereinigen. Die Art der Strömung in jeder componirenden 
.ette ist wiederum und aus denselben Gründen wie in den 
lerst betrachteten Systemen von den übrigen Bestandtheilen 
3s Systemes nahezu unabhängig. Es werde nun durch s der 
ogen eines integrirenden Stromes in einer der Ketten bezeich- 
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net und dieser Bogen, abgesehen von der Richtung des Stromes» 
von (y an nach 0" hin gerechnet; seine ganze Länge zwischen 
diesen Punkten sei L. Für denselben Strom bedeute c das 
elektrische Quantum, welches durch den Querschnitt o während 
der Zeiteinheit in der Richtung des Bogens hindurchfliesst. Fer- 
ner werde der Werth des Potentiales in 0' imd 0" bezüglich 
durch F' und F", die elektromotorische Kraft der Kette für 
ein Fortschreiten in der Richtung des Bogens durch JE darge- 
stellt, endlich den Buchstaben x und ö dieselbe Bedeutung wie 
früher beigelegt. Man hat alsdann: 



±. döc Ü±.= V'—V'' + E. 







Deshalb ergiebt sich für das elektrische Quantum cT", welches 
durch den Querschnitt der Elektrodendrähte in der Richtung 
von 0' nach 0" während der Zeiteinheit hindurchfliesst, wenn 
noch w für die Summe der Widerstände in jenen Drähten und 
W für den Widerstand in der Kette gesetzt wird : 

J{W-\-w)= F'- F" + ^. 
Hieraus folgt, wenn sich die Marken 1, 2, ...n auf die verschie- 
denen componirenden Ketten beziehen: 

Ji (TFi + w,) - -E^i = J^iW^ + w^) 

— E^ = =JniWn'^Wn) — En^ 

Ausserdem hat man offenbar: 

e7i + J2 H 1- j; = o, 

so dass sich die Stromquanta in deü Elektrodendrähten voll- 
kommen bestimmen, sobald die Constanten J5, W, w bekannt 
sind. Man findet für die Kette, auf welche sich die Marke f> 
bezieht : 



j,= 




Eu ^ JE 




Man bemerke übrigens, dass die drei letzten Relationen auch 
offenbar in dem Falle noch gelten, wo nicht, wie der Einfach- 
heit wegen unterstellt wurde, die in den Punkten 0' und ö" 
zusammenstossenden Drähte von gleichem Stoffe sind. 
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Dadurch, dass eine der componirenden Ketten sich auf 
nen linearen Leiter reducirt , für die übrigen Ketten gleiche 
klvanische Elemente genommen und die gleichnamigen Pole 
Bser Elemente verbunden werden, geht das System in ein zu- 
Dimengesetztes Element von gewöhnlicher Form über. Hier 
^ebt sich dem Obigen zufolge für das Stromquantum im 
hliessungsdrabte, wenn die Widerstände in den Elektroden- 
ähten vernachlässigt, oder als gleich angenommen und zu den 
iderständen der Elemente hinzugerechnet werden, und wenn 
den Widerstand im Schliessungsdraht, n die Anzahl der Ele- 
3nte bedeutet: 

E 



J = 



h w 

n ' 



Endlich möge noch der Fall betrachtet werden, wo alle 
etten mit Ausnahme einer einzigen durch lineare Leiter er- 
tzt werden. Hier ergiebt sich für das Stromquantum in den 
ektrodendrähten der Kette: 

E 



J=: 



TT+zz^j 




w 

W den Widerstand in der Kette und ihren Elektroden- 
ähten bedeutet und die durch 27 angedeutete Summation sich 
)er die von 0' nach 0" hinlaufenden Leiter erstreckt Für 
IS Stromquantum in einem der letzteren kommt: 

ieraus folgt: Wenn sich ein linearer elektrischer Strom in 
r Art verzweigt, dass die Zweigströme aus einem und dem- 
Iben Punkte ausgehen und sich auch wiederum in einem und 
mselben Punkte vereinigen, so verhalten sich die Quanta oder 
tensitäten der Zweigströme zu einander wie die reciproken 
erthe der Widerstände ihrer Leiter. 

Von den ausserordentlich zahlreichen Versuchen, welche 
s Ohm'sche Qesetz bestätigen, wollen wir hier nur einige 
inige aufifiihren. 
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Erstens. J. Müller (Fortschritte der Physik. 1849.) be- 
stimmte die Ablenkung der Nadel einer Tangentenboussole 
durch den elektrischen Strom eines Qrove'schen Elementes, in 
dessen Schliessung der Reihe nach verschiedene Längen eines 
und desselben Drahtes eingeschaltet wurden. Für Einschaltun- 
gen, welche sich verhielten wie die Zahlen: 

0, 72, 292, 490, 

ergaben sich folgende Ablenkungen: 

30048', 23030', 13042', 9042'. 

Es sei nun W der Widerstand der ganzen Leitung für den 
Fall, dass die Einschaltung gleich Null ist, also die Summe der 
Widerstände in dem Elemente, der Boussole und den Verbin- 
dungsstücken. Femer sei E die elektromotorische Kraft und w 
der Widerstand in dem angewandten Drahte bei der Länge 
Eins. Alsdann hat man nach dem Ohm 'sehen Gesetze für 
das Stromquantum bei der Einschaltung l: 

r- E 

W+lw 
Femer hat man mit Rücksicht auf die Formel für eine Tan- 
gentenbonssole mit centriscber Nadel, unter V die Ablenkung 
verstanden : j 

WO A nur von der horizontalen Componente des Erdmagnetis* 
mus und von dem Radius der Boussole abhängt. Aus obigen For- 
meln ergiebt sich, wenn ^o die der Einschaltung Null entspre- 
chende Ablenkung ist: 

AE _ l 

w cotgif — cotg^^ 

Für den rechter Hand stehenden Ausdruck müssen sich 
aus den beobachteten Grössen gleiche Werthe ergeben. In 
That findet man die drei Werthe: 

115,7, 120,9, 117,4. 

Zweitens. Bewirkt man durch gehörige EinschaltuDg 
von Widerständen mittelst eines Rheostaten, dass die Ströme 
zweier Elemente die Nadel eines und desselben Multiplicators 
um gleichviel ablenken, so hat, man unter E und E' die elek* 
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)motoriscben Kräfte der Elemente und unter TFund W die 
iderstände ihrer Ströme verstanden: 

n^öesert man dann bei dem einen und anderen Elemente 
n Widerstand, und zwar so, dass wiederum gleiche Ausschläge 
1 Multiplicator erzielt werden, so ist, wenn to und w' die Wachs- 
amer des Widerstandes bedeuten : 

W+w~ TT + w/' 
18 den Gleichungen 1. und 2. folgt aber: 

w'E = wW. 
iemach müssen die Einschaltungen bei verschieden geformten 
)er aus denselben Bestandtheilen zusammengesetzten Elemen- 
ai gleich wenden. Um diese Folgerung aus dem Oh mischen 
esetze zu bestätigen, stellte Wheatstone (Beschreibung ver- 
iiiedener neuer Instrumente und Methoden zur Bestimmung der 
oistanten einer Volta 'sehen Kette. Pogg. Annal. Bd. LXIL) 
der angegebenen Weise Versuche mit Elementen an, welche. 
I flüssigem Zinkamalgam, Kupfer und KupfervitrioUösung be- 
nden. Das Amalgam befand sich in einem porösen Cylin- 
', welcher in der KupfervitrioUösung stand und von einem 
uidrisch gebogenen Kupferblech umgeben war. In dem 
esten Elemente betrug die Höhe des Kupfercylinders. 6 Zoll, 

Durchmesser 3,5 Zoll und in dem mittleren Elemente he- 
gen diese Dimensionen bezüglich 3,5 und 2,5 Zoll. Bei je- 
ci. dieser Elemente mussten 30 Umgänge des angewandten 
Testaten eingeschaltet werden, um die Nadel des Multiplica- 
a von dem jedesmal hergestellten Stande von 45 <^ auf den 
^d von 40» zu bringen. 

Drittens. Wendet man die oben angegebene Methode 

zwei Säulen an, die bezüglich aus n und n' gleichen Eie- 
rten bestehen, so kommt: 

nw* :=zn'Wy oder: n\n' = w:w\ 
ih diese Relation hat Wheatstone bestätigt gefunden, in- 
^ bei Anwendung von 1, 2, 3, 4 und 5 Elementen die Ein- 
EÜtungen sich wie die Zahlen 30, 61, 91, 120, 150 verhielten. 

Aus den vorhergehenden Betrachtungen ist leicht zu ent- 
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nehmen, wie man durch Vergleichung linearer Ströme und mit 
Hülfe des Ohm "sehen Gesetzes elektromotorische Kräfte, sowie 
auch Widerstände und Fortpflanzungscoefficienten mit einander 
zu vergleichen im Stande ist. In Betreff der letztereD möge 
hier erwähnt werden, dass die Fortpflanzungscoefficienten der 
Metalle mit zunehmender Temperatur kleiner werden und dass 
ihre Aenderungen innerhalb der gewöhnlichen Temperaturgren- 
zen ohne erheblichen Fehler mit den Aenderungen der Tem- - 
peratur proportional gesetzt werden können. Für diese Gren- : 
zen ist also, unter tcq und x den Wertb des fraglichen Coefficien- 
ten für die Temperaturen 0^ und u^ und unter eine von der : 
Natur des betreffenden Metalles abhängige Constante ver- 
standen : 

X = Xo(l — du). 

Beim Kupfer ist z. B. nach Arndtsen (über den galvanischen 
Leitungswiderstand der Metalle bei verschiedenen Temperatu- 
ren. Pogg. Annal. Bd. CIV.): 

ö = 0,00269. 

b. Elektroskopische Eigenschaften der galvani- 
schen Kette. 

• 

Ueber die elektroskopischen Eigenschaften der galvani- 
schen Kette hat Kohlrausch (die elektroskopischen Eigen- 
schaften der geschlossenen galvanischen Kette. Pogg. Annal 
Bd. LXXVIIL) Versuche angestellt, deren Ergebnisse in vollkom- ; 
menem Einklang mit der Theorie stehen. Die angewandte Kette 
war eine Danieirsche; ihre Zinktafel stand in einem mit Zink- 
vitriol gefüllten Thonbecher, welcher sich an dem einen Ende 
eines mit Kupfervitriol gefüllten Troges befand , während an 
dem anderen Ende die Kupfertafel, in den Kupfervitriol einge- 
taucht, stand. Beide Metalltafeln standen mit Quecksilber- 
näpfchen in Verbindung, welche ihrerseits durch Kupferdrähte 
mit den Enden eines in Zickzackform isolirt aufgespannten, I 
dünnen Messingdrahtes verbunden werden konnten. Ausser der |^ 
Kette kam ferner ein Condensator in Anwendung. Seine Con- 
densatorplatte war aus Kupfer und stand mit der Erde durch 
einen Kupferdrabt in leitender Verbindung. Die CoUectorplatte 
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ar aus Zink und ihre Ladung wurde mit Hülfe eines Dell- 
lann'schen Elektrometers (Pogg. Annal. Bd. LXXV.) bestimmt. 
Dter anderen stellte Kohlrausch mit den angegebenen Ap- 
kraten folgende Versuche an. 

Erstens. Nach Schliessung der Kette durch den Messing- 
raht wurde das Näpfchen der Zinkplatte mittelst eines Kupfer- 
rahtes abgeleitet und die CoUectorplatte gleichfalls durch einen 
upferdraht mit einem dritten isolirt stehenden Qnecksilber- 
sLpfchen verbunden. Sodann wurde dieses Näpfchen durch einen 
^upferdraht mit einem Funkte des zickzackf örmigen Schliessungs- 
rahtes verbunden, hierauf die Verbindung zwischen der Col- 
ictorplatte und dem dritten Näpfchen wiederum aufgehoben 
nd endlich die Ladung jener Platte mittelst des Elektrometers 
estimmt. Es ergaben sich auf diese Weise für verschiedene 
•unkte des Schliessungsdrahfces die in der folgenden Tabelle 
usammengestellten Resultate. Die erste Columne enthält die 
längen l des Messingdrahtes zwischen dem mit der Zinkplatte 
er Säule verbundenen Ende und dem mit der CoUectorplatte 
erbundenen Punkte, die zweite Columne enthält die entspre- 
benden Torsionswinkel d des Elektrometers: 



l 


6 


l 


d 


118,5 


25,20 


610,3 


84,70 


237,0 


36,2 


745,3 


103,3 


355,5 


47,1 


879,0 


123,3 


474,0 


62,0 


1014,0 


147,2 



Zweitens. Die Condensatorplatte des Condensators wurde 
arch einen isolirten Zinkdraht mit der CoUectorplatte in lei- 
nde Verbindung gesetzt und, nachdem diese Verbindung wie- 
Jrum aufgehoben, die Ladung der CoUectorplatte bestimmt, 
e war positiv und es entsprach ihr am Elektrometer* der 
»rsionswinkel 17,4®. 

Drittens. Die Kupferplatte der offenen Kette wurde 
rch einen in das betreffende Näpfchen getauchten Kupfer- 
^fat abgeleitet, femer das Näpfchen der Zinkplatte durch einen 
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Kupferdraht mit dem dritten Näpfchen und letzteres, gleich- i 
falls durch einen Eupferdraht, mit der CoUectorplatte des Con- ^ 
densators verbunden. Nachdem sodann wiederum die letzt er- I 
wähnte Verbindung aufgehoben, wurde die Ladung der CoUector- '^ 
platte ermittelt. Diese Ladung war negativ, und es entsprach 
ihr die Torsion 20, P. In ähnlicher Weise ergab sich, als das 
Näpfchen des Zinkpoles abgeleitet, das des Kupferpoles hinge- 
gen mit dem Condensator verbunden wurde, eine positive La- ~-' 
düng der CoUectorplatte mit der Torsion 168®. 

Viertens. Es wurde der Gesammtwiderstand der durch '''■ 
den Messingdraht geschlossenen Kette gesucht und gleich dem 
eines Drahtes von derselben Beschaffenheit wie der Schliessungs- 
draht und von der Länge 1117,5 gefimden, letztere durch die- 
selbe Einheit, wie die Längen l, gemessen. 

Es sollen jetzt die obigen Ergebnisse mit der Theorie ver- 
glichen werden. Was zunächst die erste Versuchsreihe betrifil, 
so leuchtet ein, dass die hier auftretende Elektricität bestand 
aus der Ladung, wie sie in der geschlossenen Kette für sich 
auftreten musste, und der Ladung der offenen Kette, welche 
von folgenden Gliedern gebildet wurde: CoUectorplatte, Leiter 
zwischen letzterer und dem Schliessungsdraht, geschlossene 
Kette, Ableitungsdraht der Zinkplatte, Erde, Ableitungsdraht ' 
der Condensatorplatte, Condensatorplatte. Es werde nun durch 
V das Potential der Elektricität an dem mit der Zinkplatte 
verbundenen Ende des Messingdrahtes, durch F" das Potential 
in dem mit dem Condensator verbundenen Punkte desselben 
Drahtes bezeichnet. Femer sei V das Potential in der Con- 
densator-, V" das in der CoUectorplatte und e*, s^ seien die 
Molecidarconstanten für Kupfer und Zink. Die Betrachtung j 
der eben erwähnten offenen Kette liefert alsdann: 



V" — V' = F" — F + 6* 



'*• 



Femer hat man für die geschlossene Kette, wenn ihre elektro- 
motorische Kraft durch JE und die im vierten Versuche ermit- 
telte Länge durch L bezeichnet wird; 

F"- F= l^E; 

4J 
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Iglich ist auch: 

V" - V = -^ -B + 5* - 5,. 

Die Grössen V, V" fallen nahezu mit den Werthen zu- 
jnmen, welche das Potential der im Condensator allein ent- 
iltenen Elektricität in der einen und anderen Platte aufweist, 
» dass auch V" — V mit der Ladung der Collectorplatte 
erklich proportional ist. Bezeichnen wir also durch k eine 
)n der Beschaffenheit des Condensators abhängige Constante, 
\ ist: 

Bei dem zweiten Versuche über die durch den Contact von 
Tupfer und Zink entwickelte elektromotorische Kraft war, wenn 
ie obige Bezeichnung beibehalten wird : 

voraus mit Bücksicht auf das Ergebniss dieses Versuches folgt: 

)ie Combination der letzten und drittletzten Gleichung liefert 
un: 

. Vd — VT7j _ E 
l ~kL' 

^er linker Hand stehende Ausdruck muss hiernach, wenn die 
ersuche mit der Theorie übereinstimmen sollen, nach Substitu- 
:on der in der ersten Versuchsreihe gewonnenen zu einander 
ehörigen Werthe von und Z, gleiche Werthe liefern. In der 
hat ist dies nahe der Fall, wie man aus der folgenden Ta- 
dle ersieht, in welcher die mit 10^ multiplicirten Werthe des 
täglichen Ausdruckes oder die Werthe des Quotienten 10^ E:kL 
ufgeführt sind. 
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l 


lO^E:kL 


l 


lO^E:kL 


118,5 


716 


610,3 


824 


237,0 


779 


745,3 


804 


355,5 


757 


879,0 


789 


474,0 


781 


1014,0 


785 



Eine weitere Bestätigung der Theorie liefern die zwei an 
der oflFenen Kette angestellten Versuche. Hier war, wie leicht 
einzusehen, bezüglich in den beiden Fällen: 

V" — v = — i; + £* — 6„ V" - v == -B + £*- £„ 

oder mit Rücksicht auf den zweiten Versuch: 

Hiemach ergeben sich aus den beobachteten Torsionswinkeln 
für E:k die Werthe 8,65 und 8,79. Aus dem arithmetischen 
Mittel dieser Werthe und dem durch den vierten Versuch be- 
stimmten Werthe von L berechnet sich für den Quotienten 
10^ E :1c L der Werth 780 und dieser stimmt nahe mit dem mitt- 
leren Werthe 779 über ein, welcher für dieselbe Grösse aus dem 
ersten und zweiten Versuche hervorgeht. 



c. Das Joule-Lenz'sche Gesetz. 

Während der stationären Strömung in einer galvanischen 
Kette leisten die elektrischen Kräfte eine gewisse Arbeit, welche 
wir jetzt näher betrachten wollen. 

Auf ein einzelnes bewegtes elektrisches Theilchen wirken 
sowohl die über die Oberflächen der Leiter verbreiteten ruhen- 
den elektrischen Massen, als auch die gesammte in Strömung 
begriflfene Elektricität. Nun folgt aber aus der Web er 'sehen 
Fundamentalformel, wie wir bei Erörterung der elektrodynami- 
schen Induction sehen werden, dass die Kraft, welche die Wir- 
kung eines linearen in sich geschlossenen Stromes auf ein be- 
wegtes elektrisches Theilchen darstellt, senkrecht auf der Bahn 
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des letzteren steht. Wir schliessen hieraus, dass bei Bestimmung 
der Arbeit in der galvanischen Kette jedenfalls nur die Kraft 
in Betracht zu ziehen ist, womit die ruhende Elektricität auf die 
ffiessende Elektricität einwirkt. Von dieser Kraft scheint über- 
dies unter gewöhnlichen Umständen nur derjenige Theil in Rech- 
nung zu kommen, welcher von der Geschwindigkeit des sollicitir- 
ten Theilchens unabhängig ist, also diejenige Kraft, welche wir 
die elektromotorische Kraft der stationären Bewegung nennen, 
und die von der sogenannten elektromotorischen Kraft der Kette 
wohl zu unterscheiden ist. Dies unterstellt, ergiebt sich zuvör- 
derst als Ausdruck für die Arbeit, welche in einem Theile der 
Kette oder in der ganzen Kette während einer gegebenen Zeit 
geleistet wird, das Product aus der Zeit und der Arbeit, welche 
in dem betreffenden Räume von der elektromotorischen Kraft 
während der Zeiteinheit geleistet wird. Die letzte Grösse lässt 
sich aber wie folgt bestimmen. 

Die Arbeit, welche während der Zeiteinheit in dem Elemente 
eines integrirenden linearen Stromes geleistet wird, ist offenbar 
doppelt 80 gross wie die Arbeit der Kräfte, welche an der im 
Elemente enthaltenen positiven Elektricität wirken, und daher 
auch doppelt so gross wie die Arbeit, welche in der Zeiteinheit 
geleistet würde, wenn sich das im Elemente enthaltene posi- 
tive Quantum unter der constanten Einwirkung der elektromo- 
torischen Kraft in der Richtung dieser Kraft mit der Geschwin- 
digkeit der Elektricität bewegen würde. Bezeichnen wir also 
durch c das Stromquantum, durch ds die Länge des Stromele- 
mentes und durch P die an der Stelle des Elementes auftretende 
^d auf die elektrische Einheit bezogene Kraft, so kommt für 
<lie fragliche Grösse: 

2cPds. 

beutet aber V das Potential der Elektricität, x den Fortpflan- 
•^üugscoefficienten und o den Querschnitt des Elementes, so ha- 
W wir: 

dV ^, dV 

^^her können wir für den erhaltenen Ausdruck auch schreiben, 
^^nn wir noch das Volumen des Elementes durch d1c bezeichnen 
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und statt ds das Differential dN der Normale der Niveaufläche 
einführen: 

Hieraus ergiebt sich sofort für die Arbeit, welche in irgend 
einem Theile oder in der ganzen Ausdehnung des Leiters ge- 
leistet wird: 

'S)'"**' 



•/(; 




"/(: 



wo sich die Integration über den betreffenden Baum erstreckt 
Femer kommt für die Arbeit in der ganzen Kette: 

wo die Integration über alle Elemente des einzelnen Leiters, die 
Summation über alle Glieder der Kette auszudehnen ist. 

Der Ausdruck für die Arbeit in der ganzen Kette erlangt 
stets einen positiven Zuwachs, wenn man in ihm die Grösse V 
um eine Potentialfunction variirt, welche in der ganzen Ausdeh- 
nung der Kette verschwindend kleine Werthe aufweist und in 
den Punkten der Grenzfläche zweier Leiter für jeden von diesen 
gleiche Werthe erlangt, übrigens aber beliebig ist. Dies ergiebt 
sich, wenn man nach der angegebenen Variation die Integration 
nach dem Volumen auf eine Integration nach der Oberfläche zu- 
rückführt und die drei Bedingungen berücksichtigt, welchen die 
Function V unterworfen ist. In Uebereinstimmung mit dem 
Princip der kleinsten Wirkung ist also die in der Kette geleistete 
Arbeit ein Minimum unter den Arbeitsgrössen, welche sich er- 
gäben, wenn die ruhenden elektrischen Massen in der Art be- 
liebig variirt würden, dass ihr Potential an den Berührungsflä- 
chen der Leiter stets die dem Contacte entsprechenden Discon- 
tinuitäten zeigte. 

Das Prinzip der Erhaltung der Kraft lehrt, dass bei der , 
Bewegung eines Systems von Punkten die Hälfte des Gewinnes 
an lebendiger Kraft der von den thätigen Kräften geleisteten 
Arbeit gleichkommt. Bei der stationären elektrischen Strömung 
bleibt nun aber die lebendige Kraft der Elektricität constant 
Daher kann hier der Gewinn an lebendiger Kraft nur zu suchen 
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sein in der gewöhnlichen Bewegung der ponderabeln* Materie, 
welche durch die Einwirkung der Strömung auf eine andere 
Strömung oder einen Magnet erzeugt wird, und in derjenigen 
Bewegung imponderabler oder ponderabler Materie, auf welche 
wir die Wärme zurückführen, die bekanntlich stets in den 
Leitern durch die Thätigkeit des Stromes entwickelt wird. Wenn 
also, wie wir unterstellen wollen, eine elektrodynamische Wir- 
kung der Strömung nicht stattfindet, so ist die gewonnene 
lebendige Kraft nur in der entwickelten Wärme zu suchen. Es 
sei nun C die Wärmemenge, welche in einer geschlossenen gal- 
vanischen Kette während der Zeiteinheit erzeugt wird, hierbei 
als Einheit die Wärme genommen, welche die Temperatur eines 
Orammes Wasser um einen Grad der hunderttheiligen Skala 
erhöht. Femer werde die Hälfte der lebendigen Kraft, welche 
jener Wärmeeinheit entspricht, durch A(j bezeichnet, wo A eine 
Constante und g die Endgeschwindigkeit eines frei fallenden 
Körpers nach der ersten Secunde, in Centimeter ausgedrückt, 
bedeute, so dass die Schwerkraft, wenn ein Gewicht von A 
Grammen um 1 Centimeter gesenkt wird, eine Arbeit leistet, 
▼eiche der halben lebendigen Kraft der Wärmeeinheit gleich- 
kommt. Man hat alsdann: 

Hieraus folgt ins Besondere für einen linearen Leiter, wenn w 
den Widerstand und J das Stromquantum bedeutet: 

gAC= 2wJ^, 
oder, wenn man statt des Stromquantums J die Intensität i, 
vrelche aus jenem durch Multiplication mit 4 A gewonnen wird, 
einführt: 

Die nach der letzten Formel bestehende Proportionalität 
^wischen der Wärmemenge, welche in einem linearen Leiter 
<iurch den elektrischen Strom entwickelt wird, und dem Pro- 
ducte aus dem Quadrate der Intensität und dem Widerstände 
^^Tirde von Joule, sowie von Lenz (über die Gesetze der 
»Värmeentwicklung. fogg. Ann. LIX, LXI.) auf experimentellem 
Wege entdeckt. Als fernere Bestätigung der Formel wollen wir 

Beer, Elekferottotik, Magnetitmu« und Elektrodyiuunik. 22 
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hier einige der Versuche erwähnen, welche vonQuintus Icilius 
(über den numerischen Werth der Constanten in der Formel 
für die elektrodynamische Erwärmung von Metalldrähten. Pogg. 
Ann. CI.) zur Ermittelung der Constante A angestellt hat. 

Der Leiter, dessen Erwärmung bestimmt wurde, war in den 
beiden zu erwähnenden Versuchen ein dünner Kupferdraht, Aßt 
in mehrfachen Windungen über ein isolirendes Gestell gewickelt 
war und mit diesem sich in einem mit Wasser gefüllten Calori- 
meter aus Kupfer befand. Bei dieser Anordnung musste nach 
Herstellung des Stromes in dem Wasser eine schwache Neben- 
leitung stattfinden, die jedoch ohne erheblichen Fehler ausser 
Acht gelassen werden konnte. Die Enden des Leiters gingen 
durch zwei in dem Deckel des genannten Gefässes befestigte 
Glasröhren und durch eine dritte solche Glasröhre ging das 
Thermometer, welches dazu diente, die Temperaturerhöhung in 
der Flüssigkeit zu bestimmen. An den beiden zuerst erwähnten 
Glasröhren hing das Calorimeter inmitten eines zweiten Gefäs- 
ses, welches seinerseits wiederum in einem dritten mit Wasser 
gefüllten Gefässe hiag. Das letztere Gefäss endlich stand ex- 
centrisch in einer mit Wasser gefüllten Wanne, die während 
des Versuches um eine verticale Axe hin und her gedreht wurde, 
so dass die Flüssigkeiten in Strömung gebracht wurden. Die 
Temperatur des zweiten Gefässes oder der Umgebung des Calo- 
rimeters wurde durch ein zweites Thermometer gemessen, wel- 
ches in das Wasser des dritten Gefässes eingetaucht war. 

Zur Bestimmung der Intensität des angewandten Stromes 
wurde in die galvauische Leitung ein ringförmiger Multiplica- 
tor eingeschaltet und die Einwirkung des letzteren auf eine 
Magnetometer-Nadel ermittelt. Die Windungen des Multiplica- 
tors waren senkrecht imd mit dem magnetischen Meridiane pa- 
rallel, und seine Axe ging durch die Mitte der Magnetometer- 
Nadel. Unter diesen Verhältnissen lässt sich aus den Daten 
der Beobachtung auf die Intensität des Stromes mit Hülfe der 
folgenden Formeln schliessen: 

Hier bedeutet v die durch den Strom bewirkte Ablenkung der ^ 
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liagnetometer-Nadel, i die Intensität des Stromes, H die hori- 
Bontale Componente des Erdmagnetismus, r den mittleren Ra- 
dius der Multiplicator-Windungen, n die Anzahl dieser Windun- 
gen, B die Entfernung der Mitte des Multiplicators von der 
Mitte der Magnetometer-Nadel, k den Quotienten aus dem Tor- 
donsmoment des Aufhängungsfadens und der horizontalen Com- 
ponente des Gegenpaares, welches die Wirkung des Erdmag- 
oetiamus auf die Nadel darstellt. Endlich bedeutet rj eine Con- 
stante, die dadurch ermittelt wird, dass man für verschiedene 
Entfernungen des Multiplicators und des Magnetometers bei 
einem möglichst constanten Strome die Ablenkungen der Nadel 
bestimmt und zugleich mittelst einer Tangentenboussole die In- 
tensitäten des Stromes vergleicht. Bei den Erwärniungsversu- 
chen wurde übrigens die Intensität des Stromes mittelst eines 
Kieostaten auf nahe gleicher Höhe erhalten. Als Einheit des 
Stromes nahm von Quintus Icilius Weber's elektromagne- 
täache Stromeinheit. Dieselbe verhält sich zu der von uns ge- 

1/2 
wählten Einheit wie t^ 55U 1. (S. Kohlrausch und Weber. 

Kektrodyn. Maassbest.) 

Was den Widerstand des eingeschalteten Leiters betriflRb, so 
wiirde für denselben das Mittel aus den beiden Werthen genom- 
men, welche sich durch Vergleichung mit dem Jacobi' sehen 
Widerstands-Etalon vor und nach den Erwärmungs-Versuch^n 
ergaben. Jener Etalon ist ein Kupferdraht von 76 1,975<"" Länge 
Tmd 0,0667«*» Dicke und sein Widerstand ist gleich 598 . 10^ der 
beherrschen absoluten Widerstandseinheiten. Die Weber- 
«che Widerstandseinheit verhält sich aber zu der von uns ge- 

'Wählten Widerstandseinheit wie -j^r zu 1. (S. Weber: Elektro- 

dyu. Maassbest., insbesondere Widerstandsmessungen.) Es wurde 
Bndlich auch noch die Zunahme des Widerstandes der angewand- 
^ü Drähte mit wachsender Temperatur unter der Annahme er- 
lüttelt, dass jene innerhalb der in Betracht kommenden Gren- 
^U mit der Zunahme der Temperatur proportional sei. 

In dem eijizelnen Versuche beobachtete nun von Quintus 
-ilius während einer Stimde von zwei zu zwei Minuten den 
tand des im Calorimeter befindlichen Thermometers und er- 

22* 
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mittelte den entsprechenden Stand der Magnetometer-Na 
Vor und nach dem Versuche beobachtete er ferner auch 
zweite Thermometer und die Gleichgewichtslage der Nadel 

Wir theilen in der folgenden Tabelle einige der Result 
mit, welche von Quintus Icilius in zwei Beobachtungsreil 
erhielt. Das angewandte Calorimeter wog 247,366 Gramm i 
sein calorimetrischer Wasserwerth , wie er sich aus sechs 
zwei verschieden schweren Calorimetem angestellten Versuc 
reihen mittelbar ergab, betrug 34,438. Die mittlere der aui 
führten Beobachtungen entspricht der Mitte der Beobachtui 
zeit. Es ist aber in der Tabelle durch t die in Secunden auj 
drückte Zeit, durch u die Temperatur des ersten Thermome 
bezeichnet. Für die Temperaturen u' des zweiten Thermo 
ters bei der ersten und letzten Beobachtung sind, wie sok 
ohne erheblichen Fehler gestattet ist, die Temperaturen 
Umgebung des Thermometers vor und nach der ganzen Be 
achtungsreihe gesetzt. 

Ferner bedeutet L die Quantität des ins Calorimeter ein 
füllten Wassers, i die mittlere Intensität des Stromes für 
ganze Beobachtungsreihe, Wq den mittleren Widerstand des! 
ters vor und nach der Erwärmung, beide Grössen in den ^ 
uns gewählten Einheiten ausgedrückt. Endlich ist durch ö 
Coefficient der Temperatur in der Formel Wo (1 + 0(u — 'i 
für den der Temperatur u entsprechenden Widerstand bezeichi 
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Um die obigen Ergebnisse des Versuches mit der Theorie 
u vergleichen, bezeichnen wir durch du das dem Zeitdifferential 
H entsprechende Wachsthum der Temperatur des Calorimeters, 
lurch dC die in derselben Zeit im Leiter entwickelte Wärme- 
dODge, durch K den calorimetrischen Wasserwerth des Calori- 
neters und durch /3 eine gewisse für die einzelne Beobachtungs- 
eihe constante und von der äusseren Leitung am Calorimeter 
l)hängige Grösse. Alsdann ist: 

du = ^ /^ - /} (u — wO dt, 

ind nach der theoretischen Formel fUr die Wärmeentwicklung 
m linearen Strome ist: 

'^^ = 4T»%2-^* = 4F^ [1 -^ C iu - u.)] ät, 

wenn noch durch t^o der Werth von u für ^ = bezeichnet wird. 
Setzt man femer abkürzend 

80 ist also auch: 

^ = « [1 + ö (u^uo)] — ß (u-u'). 

Ohne erheblichen Febler kann hier bei den zu betrachtenden 
Versuchen im ersten Gliede rechterhand w' für Uq gesetzt wer- 
den, wodurch man erhält: 

^ = a - e (u—u') für £ = /3 — «Ö. 
dt 

Man bemerke ferner, dass es gestattet sein wird, die Aenderun- 
gen der Temperatur u' als proportional mit der Zeit anzuneh- 
men, oder zu setzen: 

u' = Wo' + ^^, 
'a sich denn 6 durch die Anfangs- und Endtemperatur des zwei- 
en Thermometers bestimmt. Hierdurch wird die letzte Diffe- 
öntialgleichung linear. Ihre Integration imd die gehörige Be- 
Wmmung der Integrations-Constante liefert, wenn noch die 
Differenz Uq — Uq\ d. i. der Ueberschuss der Temperatur des 
alorimeters über die seiner Umgebung für ^ = 0, durch d be- 
Hchnet wird: 
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Diese Gleichung stellt wirklich den Verlscuf der Temperatur des 
Calorimeters innerhalb des Intervalls der mitgetheilten Beobach- 
tungen in befriedigender Weise dar, wenn man z. B. die Con- 
stanten in beiden Versuchen mittelst der ersten, mittleren und 
letzten Beobachtung bestimmt. Man erhält so die folgenden 
Werthe für a, ß und s, sowie für Äy welches sich aus dem ge- 
fundenen Werthe von a, den Werthen von i, w^, K, L und dem 
bekannten Werthe von g aus der Gleichung 1. finden lässt: 



n 


ß 


f- 


A 


0,006545 
0,006494 


0,000137 
0,000146 


0,000115 
0,000123 


39600 
40300 



Aus sämmtlichen Versuchen, in welchen Wasser zur Fül- 
lung des Calorimeters angewandt wurde, erhielt von Qu intus 
Icilius für Ä den Werth 40000, hierbei nur die drei ersten 
Ziffern in Betracht genommen. Die üebereinstimmung dieses 
Werthes mit dem Werthe 42400, wie er sich für Ä unter An- 
derem aus Versuchen über die Reibungswärme ergeben hat, 
ist hinreichend gross, um in dem Ergebniss der oben erörterten 
Versuche eine Bestätigung der theoretischen Formel erblicken 
zu lassen. 

Litteratur. ClausiuB. lieber die bei einem stationären Strome in den 
Leiter gethane Arbeit und erzeugte Wärme. Pogg. Ann. LXXXVII. 
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. Von der stationären elektrisohen Strömung in einer 
ebenen Platte von oonstanter verschwindender Dioke. 

a. Allgemeine Betrachtungen. 

Bei der stationären Strömung der Elektricität in einer ebenen 
atte von constanter verschwindender Dicke kann das Potential 
der ruhenden Elektricität offenbar als Function von zwei in 
)T Ebene der Platte liegenden Coordinaten angesehen werden, 
an hat daher, unter x und y rechtwinklige, in der Platte lie- 
jnde Coordinaten verstanden: 

d^ V ■ (PV 

dx^ '^ dy^ ~ ' 

ler, wenn die Polarcoordinaten t und (p eingeführt werden: 

dP ' t ' dt '^ P' d(p^ ~ 

urch Integration ergiebt sich, unter P und Q zwei willkürli- 

16 Functionen und unter * die Quadratwurzel aus der nega- 

ven Einheit verstanden: 

r = P(x^yi)+ Q{x-yi) 

= P(te9'^) + Q(te-^^), 

An die Stelle der Gleichgewichtsflächen treten bei der 

benen Platte Gleichgewichtscurven, fiir welche man hat: 

V = const. 

>ie Strömungscurven werden durch folgende Dififerentialglei- 

:xiing bestimmt: 

^ ^ dV dV 

ax : dy ^= -j— : -r- • 
^ dx dy 

Wir werden uns in der Folge auf solche Fälle beschränken, 
'0 die positive Strömung durch einen Punkt, die positive Elek- 
"ode, in die Platte eindringt und durch einen zweiten Punkt, 
le negative Elektrode, aus der Platte heraustritt. Alsdann 
"ird die Form des Potentiales V weiterhin durch die Bedin- 
^g bestimmt, dass der Rand der Platte eine Strömungscurve 
iu muss und dass alle Strömungscurven durch die Elektroden 
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hindurchgehen müssen. Unendlich nahe an einer Elektrode 
sind daher die Gleiehgewichtscurven concentrische Kreise, de- 
ren gemeinsamer Mittelpunkt in die Elektrode fallt, so dass 
hier, wie sich aus dem Obigen leicht ergiebt, der veränderliche 
Theil des Potentiales die Form Clogr hat, unter C eine Con- 
stante und unter r die Entfemimg von der Elektrode ver- 
standen. 

Wenn für die Strömung in der Platte, wie wir stets unter- 
stellen wollen, die Elektricität, welche ausserhalb der Platte in 
der zur Erregung der Strömimg dienenden Kette auftritt, ausser 

Acht zu lassen ist, so hat V die Form / logrdq, wo dq das 

Element von fictiven elektrischen Massen bedeutet, die in den 
Elektrodenpunkten und am Rande der Platte liegen, imd wo 
ferner r die Entfernung vom Elemente darstellt. Es ergiebt 
sich dies wie folgt. Man denke sich einen beiderseits unend- 
lich langen Cy linder, von welchem die Platte ein Querschnitt 
ist. Das Potential V für die Strömung in der Platte bestimmt 
alsdann offenbar auch eine stationäre Strömung in dem Cylin- 
der, wenn die Punkte des letzteren auf ein rechtwinkliges 
Raumcoordinatensystem , dessen ^-Axe auf der Platte senk- 
recht steht, bezogen werden, und es leuchtet überdies ein, dass 
die Gleichgewichtsflächen für jene räumliche Strömung cylin- 
drisch sind, auf der Platte senkrecht stehen und diese in den 
Gleiehgewichtscurven für die Strömung in der Ebene schneiden. 
Die elektrischen Massen des Potentiales V sind jetzt zu suchen 
auf der Grenzfläche des Cylinders, welche durch den Rand der 
Platte geht, sowie auf den geraden Linien, welche auf jener 
in den Elektrodenpunkten senkrecht stehen, und die Verbrei- 
tung der Elektricität ist auf jeder Seite der Grenzfläche und 
auf jeder der letztgenaimten Geraden eine gleichförmige. Es 
hat aber der veränderliche Theil des Potentiales elektrischer 
Massen, welche auf einer beiderseits ins Unendliche sich er- 
streckenden Geraden gleichförmig verbreitet sind, die Form 
Clogr, wo G eine Constante, r die Entfernung von der Geraden 
bedeutet, und hieraus erhellt dann die Richtigkeit der gemach- 
ten Bemerkung. 
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Die obigen Ergebnisse sollen jetzt auf die Bestimmung der 
ßlektriscben Strömung in einer allseitig unbegrenzten, sowie in 
dner kreisförmigen Platte angewandt werden. 



b. Stationäre elektrische Strömung in einer ebenen, 

allseitig unbegrenzten Platte. 

Bei einer ebenen Platte, die sich nach allen Seiten hin ins 
unendliche erstreckt, kommen offenbar nur die fictiven elektri- 
Bchen Massen in den Elektrodenpunkten in Betracht. Bezeich- 
nen wir daher durch / die Entfernung von der positiven, durch 
f die von der negativen Elektrode, und bedeuten C und C" 
jwei Constanten, so erhalten wir für den veränderlichen Theil 
des Potentiales: 

F= C'logr' -\- Clogr"'. 

Die beiden Constanten C" und (7" müssen einander entgegen- 
gesetzt gleich sein. Man beschreibe nämlich mit dem ver- 
schwindend kleinen Radius um jede Elektrode einen Kreis. 
Femer bezeichne man durch d die Dicke und durch x den Fort- 
pflanzungscoefficienten der Platte. Alsdann ergiebt sich für die 
positive Elektricität, welche während der Zeiteinheit aus dem 
fraise der positiven Elektrode heraustritt, sowie für die posi- 
iVe Elektricität, welche in gleicher Zeit in den Kreis der ne- 
^üven Elektrode hineintritt, bezüglich: 

— 2äHö7t^ für / = <J, 4- 2öxö7ci^ für r" = <J. 
dr ' ' dr 

iese beiden Quanta müssen einander gleich sein. Daher ist: 

:>, unter eT das positive Quantum verstanden, welches wäh- 
txd der Zeiteinheit durch die positive Elektrode in die Platte 
:xdringt, zu setzen ist: 

Aus der Form des Potentiales ersehen wir, dass das System 
r Qleichgewichtscurven aus den Kreisen besteht, deren Mittel- 
nkte auf der Verbindungslinie der Elektroden liegen, und 
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welche diese Punkte harmonisch trennen. Jenes System von 
Kreisen wird bekanntlich von den Kreisen, welche durch die 
Elektroden gelegt werden können, rechtwinklig geschnitten; 
letztere sind also die Strömungscurven. 

Verbindet man zwei Punkte des centralen Theiles einer 
Platte von constanter geringer Dicke durch dünne Drähte mit 
den Polen einer galvanischen Kette in der Art, dass die gegen- 
seitige Entfernung der Drahtenden sehr klein wird in Vergleich 
mit ihren Entfernungen vom Rande, so wird die Strömung in 
der Platte mit Ausschluss der am Rande und in der Nähe der 
Drahtenden gelegenen Theile nahezu mit der oben bestimmten 
Strömung übereinstimmen. Hierbei wird die in dem Ausdrucke 
für C auftretende Grösse J dem Stromquantum in den Elektro- 
dendrähten gleichzusetzen sein. Wir wollen annehmen, eine 
merkliche Abweichung von der theoretischen Strömung trete in 
der Nähe der Elektroden erst ein fiir Punkte, deren Entfernung 
von einer Elektrode kleiner als die sehr kleine Grösse x ist. 
Bezeichnen wir dann ferner die elektromotorische Kraft der Kette : 
durch E, den Widerstand ausserhalb der Platte durch W und den 
merklich constanten Werth, welchen das Potential in der Ent^ 
fernung r von einer Elektrode aufweist, bezüglich durch V und 
F", so kommt: 

JW= V — F' + JE. 
Hieraus ergiebt sich nach Substitution der Ausdrücke fiir T 
und F": 

' J- ^ 

TF--^. 

O'KJC 

Der Widerstand der Platte ist also gltdch — -^—' 

Zusätzlich möge noch der Fall erörtert werden, wo die Be- 
schaflFenheit und Dicke der Platte innerhalb einer Gleichge- 
wichtscurve von der in dem übrigen Theile verschieden isi Hier 
treten offenbar dieselben Strömungscurven wie in dem oben be- 
trachteten Falle auf, so dass auch der veränderliche Theü des 
Potentiales in beiden Theilen der Platte dieselbe Form, aber 
mit verschiedenen Constanten erlangt. Es sei Fi das Poten- 
tial in dem kreisförmigen, F2 das Potential in dem übrigen 
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Fheile der Platte, und es liege in jenem die positive, in diesem 
lie negative Elektrode. Alsdann ist: 

F, = B, + C, loi,^, F, = B, + C, log-- 

Bezeichnet man nun femer durch x, und 712 die Fortpflanzungs- 
loefficienten, durch Ä, und ^2 die Dicken der beiden Theile der 
i^latte und durch Si und 69 die Molecularconstanten für ihren 
]lontact, so liefern die Bedingungen für die Grenzcurve: 

Bi 4 6i = J82 + h, Ci : C2 = Ö2^i • ^1^1- 
)ie veränderlichen Theile der Potentiale Vi \md Vq werden 
rollständig bestimmt, sobald das Stromquantum der Kette, in 
?elche die Platte eingeschaltet ist, gegeben ist. Es kommt 
lämlich: 

r ^ r *^ 

^1 — ~~ TTiTTTZ: > ^2 — — 



^ 



2 dl Xj JT ' 2 02 X2 jr 

ür den Widerstand der ganzen Platte findet man in erster 

binäheruns: den Werth :^ ( -r 1- -^ ) • 

Wenn einer der Fortpflauzungscoefficienten in Vergleich 
ait dem anderen sehr klein ist, so wird die Strömung in dem 
chlechter leitenden Theile der Platte innerhalb gewisser Gren- 
en von der Lage der Elektrode in dem besser leitenden Theile 
inabhängig. Dies ergiebt sich aus der Relation, welche zwi- 
chen jenen Coefficienten und den Winkeln zwischen den Strom- 
ichtungen und der Normale der Grenzcurve für die Punkte 
ler letzteren besteht. 



c. Stationäre elektrische Strömung in einer kreis- 
förmigen Platte. 

Der veränderliche Theil des Potentiales, welches die statio- 
äre elektrische Strömung in einer kreisförmigen Platte be- 
nimmt, hat die Form: 

F=r C'logr' + C'logr" + flogrdq, 

70 C, C", r' \md r" dieselbe Bedeutung wie früher haben, dq 
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aber das Element einer fictiven elektrischen Ladung des 
des und r die Entfernung von dg darstellt. 

Die Function / logrdq lässt sich in ähnlicher Weis« 

das Potential der elektrischen Ladung einer Kugelfläche 
wickeln. Es seien nämlich in einem Polarcoordinatensj 
dessen Pol im Mittelpunkte der Platte liegt, f, fp und ^', 
Coordinaten zweier Punkte, deren Entfernung r ist. Ma 
det dann, wenn t^t* ist, und die Differenz (p — 9' di 
bezeichnet wird: 

logr = logVP -\- if^ — 2tif€os8 

= logt +h(j) + h(jy + h{^y + • • •> 

wo zu setzen ist: 

Zi = — cosd, I2 =1 — cosö^, Z3 = cosd — ^cos8^ u. 
Die Coefficienten Z„, rationale ganze Functionen von cosq 
und sinq>8inq)\ genügen der Differentialgleichung: 

d. h. sie haben die Form: 

In = a8in{nq) -)- 6). 
Vertauscht man in der Entwickelung für logr die Coord 
ty q) und f, 9' mit einander, so erhält man eine conve 
Beihe für den Fall, dass t* ^ t ist. Die Coefficienten i 
ben dieselben, an die Stelle des ersten Gliedes tritt abe 
logif. 

Man beschreibe nun um den Pol als Mittelpunkt m 
Radius B eine Kreislinie und belege dieselbe mit elekt 
Materie. Auf das Element des Randes mit der Winkel 
nate q>' komme so das Quantum dtg, dessen Liniendichtij 
sei, zu liegen. Alsdann hat man für jeden Punkt t, q> aus{ 
des E[reises: 

271 

flogrdq = R jlogVR^ + t^ — 2Rtcosd, Qd(p' 

2 71 
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zu setzen ist : 

Ln = B J InQdfp'y 



) dass die Coefficienten i„ auch der Differentialgleichung D 
3nügen. 

Ferner ergiebt sich fiir jeden innerhalb des E[reises gelege- 
en Punkt: 

fbgrdq = RUgR f gdq,' ^u(^^+u[^' +L,(^^\... 



lit Rücksicht auf die letzte Entwickelung und indem wir stets 
ur den veränderlichen Theil des Potentiales V ins Auge fassen, 
önnen wir schreiben, unter jR nunmehr den Radius der Platte 
erstanden : 

V= C'logr' -f C'logr" + Si>.(^)'" • 

Die weitere Bestimmung des Potentiales ergiebt sich aus 

ler Bedingung, dass der Rand der Platte eine Stromcurve sein, 

dV 
»der dass -rr ani Rande verschwinden muss. Hieraus findet 
dt 

Dan, wenn die Leitstrahlen der Elektroden durch if und f und 
iie Coefficienten in den Entwickelungen von logr^ und logr^' nach 
iteigenden Potenzen 'von if : t und f : t durch In und Z„" be- 
zeichnet werden: 

^""" iJ» "^ ü» ' 
Ss ist mithin: 

5; • 



2x.(X)- = 4v($)-+c.sc(S; 



Jm den letzten Ausdruck zu vereinfachen, fiihren wir die bel- 
len Punkte ein, welche, auf den Radien der Elektroden gelegen, 
^on diesen durch den Randkreis harmonisch getrennt werden. 
Xe Leitstrahlen jener Punkte seien bezüglich ^1 und ti und die 
äutfemungen von denselben mögen durch s' und s'' bezeichnet 
werden. Dann ist: 
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Hiernach können wir, wiederum die constanten Summanden des 
Potentiales ausser Acht lassend, schreiben: 

V= Cnoyr's' + G'' log /'s". 
Was die Constanten (7 und C" betriflFt, so ergiebt sich auf 
analoge Weise, wie bei der unbegrenzten Platte, dass sie stets 
entgegengesetzt gleich sein müssen; es ist daher: 

Die Constante C drückt sich in gleicher Weise wie bei der un- 
begrenzten Platte und zwar für jede Lage der Elektroden durch 
das Stromquantum, die Dicke der Platte und den Fortpflan- 
zungscoefficienten aus. 

Mittelst des gefundenen Ausdruckes für das Potential lässt 
sich der Widerstand der Platte auf demselben Wege wie bei der 
unbegrenzten Platte ermitteln. Man findet, dass er in erster 
Annäherung mit dem der unbegrenzten Platte zusammenfällt, 
wenn beide Elektroden innerhalb des Randkreises liegen, dass 
er anderthalbmal so gross ist, wenn eine der Elektroden auf dem 
Rande liegt, und dass er endlich doppelt so gross ist, wenn 
beide Elektroden auf dem Rande liegen. 

Wenn die Elektroden auf dem Rande liegen, so fallen die 
Centra der s' und s" mit ihnen zusammen, und ergiebt sich 
daher : 

V=2Clog^- 

In diesem Falle ist also die Art der Strömung in der Platte 
dieselbe, wie in einer unbegrenzten Platte, d. h. die Elektricität 
strömt in kreisförmigen Bahnen von der einen Elektrode zur 
andern. Dies Ergebniss, welches sich auch leicht aus den Ge- 
setzen für die unbegrenzte Platte hätte herleiten lassen, wird 
durch die Versuche bestätigt, welche Kirchhoff (über den 
Durchgang eines elektrischen Stromes durch eine Ebene, insbe- 
sondere durch eine kreisförmige. Pogg. Ann. LXIV. Nachtrag 
zu dem Aufsatze : Ueber den Durchgang * eines elektrischen 
Stromes etc. Pogg. Ann. LXVII.) über die elektrische Strömung 
in einer Kreisplatte angestellt hat. 



\ 
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Unter Anderem untersuchte der genannte Forscher die 
elektrische Strömung in einer dünnen Kreisscheibe von Kupfer, 
in welche die Elektricität durch einen dünnen, am Bande ange- 
lötheten Kupferdraht eintrat, um durch einen zweiten ebensol- 
chen Draht herauszuströmen. Der Durchmesser der Scheibe be- 
trag 1 Fuss und die Elektroden waren '-'^U Fuss von einander 
entfernt. Um erstlich die Gleichgewich tscurven zu bestimmen, 
setzte er das eine Ende des Drahtes eines Multiplicators auf 
einen beliebigen Punkt der Scheibe und suchte mit dem ande- 
ren Ende solche weitere Punkte auf, dass die Nadel des Multi- 
plicators keine Ablenkimg zeigte. In den so gefundenen Punk« 
ten hat das Potential denselben Werth wie in dem ersterwähnten 
esten Punkte, und alle diese Punkte liegen also auf einer Gleich- 
lewichtscurve. Wenn man nämlich die Enden eines Multiplica- ' 
ordrahtes auf irgend zwei Punkte der Platte aufsetzt, so wird, 
rofern jener Draht sehr dünn ist, der veränderliche Theil des 
*otentiales und die Strömung in der Platte nicht merklich ge- 
ädert. Die Stärke des elektrischen Stromes aber, welcher 
Orch den Multiplicatordraht abgezweigt wird, ist der Differenz 
er Potentialwerthe für das eine und das andere Drahtende 
roportional und verschwindet folglich nur dann, wenn jene 
Inden auf einer und derselben Gleichgewichtscurve aufstehen. 

Die auf die angegebene Weise gefundenen Gleichgewichts- 
arven weichen nur sehr wenig von den theoretischen ab, d. h. 
on den Kreisen, welche die Elektrodenpunkte harmonisch 
rennen und deren Mittelpunkte mit letzteren in gerader Linie 
egen. In der folgenden Tabelle sind die in Zollen ausgedrück- 
in Radien solcher Kreise angegeben, welche sich den einzelnen 
rruppen von beobachteten Punkten gleichen Potentialwerthes 
oscliliessen, ferner die Entfernungen der einzelnen Punkte von 
ön jedesmaligen Kreisen. 
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Radius. 



Entfernung der einzelnen Punkte. 



1,14 
2,78 
6,04 



GO 



5,90 
2,85 
1,17 



+ 0,01, — 0,01, — 0,01, + 0,01. 

0, 0, 0, 0, 0, + 0,01. 

+ 0,01, + 0,01, + 0,01, 0, - 0,01, — 0,01, — 
— 0,02, 0, — 0,04, + 0,07. 

4- 0,02, + 0,02, 0, — 0,02, — 0,03, 0, 0, + 0,02, 
+ 0,06, + 0,03, 0. 

— 0,01, — 0,02, — 0,01, 0, 0, 0, + 0,03. 

0, — 0,01, — 0,01, — 0,01, 0, — 0,02, + 0,07. 

0, 0, — 0,01, + 0,01 



Um die Form von V ferner noch zu verificiren, besi 
* Kirchhoff auf einigen Strömungslinien Punktpaare mi 
eher Potentialdifferenz. Er schaltete nämlich in den M 
catordraht eine schwache Thermokette, aus Kupfer und 
bestehend, ein, setzte die Enden des gedachten Drahtes ai 
Strömungscurve so auf, dass der durch den Draht abgez 
Strom dem thermoelektrischen Strome der Richtung nach 
gengesetzt war, und während das eine Ende des Drahtes fesi 
wurde das andere längs der Strömungslinie so lange versc 
bis sich die beiden eben erwähnten Ströme aufhoben, i 
letzteres eingetreten war, kam die Differenz der Potenti 
the in den beiden berührten Punkten der elektromotor 
Kraft der Thermokette gleich. Bezeichnen wir durch r/, r 
r^, T^' die Entfernungen zweier auf die angegebene Wei 
fundener Punkte von dem einen und anderen Elektrodenp 
und durch Fi und Fi die bezüglichen Potentialwerthe, i 
der Theorie gemäss: 



Fl = 2(7%^, 



r, = 2Clog^,, 



folglich auch: 



Fl — F, = 2Clog 






Für Punktpaare gleicher Potentialdifferenz muss als( 
Quotient Vi r^'* : rj^r^' stets constant bleiben. In wie weil 
diese Relation durch die Versuche Kirch h off s bestätigt 
lassen die beiden folgenden Tafeln ersehen. Die erste bezieht 
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ie geradlinige Strömungscurve. Für dieselbe ist der SOste 
der Entfernung beider Elektrodenpunkte die Einheit der 
chteten Distanzen ri und r^'. Die zweite Tafel bezieht 
tuf eine kreisförmige Strömungscurve. Der Radius dersel- 
etrug 5 Zoll, ihr Centriwinkel also, der grösser als ISO^' 
231<^41'. Die Columnen 9/ und 9)3' enthalten die Bogen- 
nungen je zweier zu einander gehöriger Punkte gleicher 
itialdifferenz von einem der Elektrodenpunkte, und diese 
mungen sind in Theilen der ganzen Strömungscurve aus- 
ckt. Es ist leicht, hieraus und aus der Entfernung der 
rodenpunkte die Distanzen r/', r^*' und den in der letzten 
fine stehenden Quotienten rir^* : ^/V^' abzuleiten. 

Erste TafeL 



-.' 


r^ 




5 


10,4 


0,40 


10 


17,3 


0,43 


15 


22,8 


0,44 


20 


28 


0,41 


25 


31,5 


0,43 


30 




0,45 



Zweite Tafel. 



!Pi 




»1 »o .»1 Tn 



0,1 
0,2 
0,3 
0,4 
0,5 
0,6 
0,7 
0,8 



0,254 

0,483 

0,629 

0,709 

0,787 

0,840 

0,8875 

0,920 



0,42 
0,41 
0,41 
0,43 
0,42 
0,41 
0,40 
0,43 



eer, Slektrostotik, Magnetismus und ElekirodjuMnik. 
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4. Von der stationären elektrisclien Strömung in einem 

allseitig unbegrenzten Räume. 

Zwei dünne Metalldrähte seien in einen Leiter so einge- 
lassen, dass sie mit Ausnahme ihrer Endpunkte von dem Leiter 
dm'ch eine sehr dünne isolirende Schicht getrennt sind, und 
dass die Entfernung jener Endpunkte von einander sehr klein 
ist in Vergleich mit ihren Entfernungen von der Oberfläche 
des Leiters. Werden alsdann die aus dem Leiter hervorragen 
den Theile der Drähte mit den Polen einer galvanischen Kette 
verbunden, so entsteht im Inneren des Leiters eine stationäre 
Strömung der Elektricität von dem einen Drahtende zum an- 
deren. Von der ruhenden Elektricität, welche bei dieser Strö- 
mung auftritt, kommen in erster Annäherung nur die in den 
Elektroden liegenden Massen in Betracht. Die Strömung wird 
also in diesem Falle nahezu dieselbe sein, wie wenn eine elektri- 
sche Strömung, von einer punktförmigen Elektrode in einem 
allseitig unbegrenzten, mit leitender Materie erfüllten Räume 
ausgehend, sich bis zu einer zweiten punktförmigen Elektrode 
fortsetzt; nur in der Nähe der Oberfläche des Leiters und in 
der Nähe der eingelassenen Drähte wird diese Uebereinstim- 
mung nicht mehr stattfinden. 

Bei der Strömung im unendlichen Räume und bei punkt- 
förmigen Elektroden sind die elektrischen Massen in den Elek- 
trodenpunkten entgegengesetzt gleich und treten ausser ihnen 
in aller Strenge keine weiteren ruhenden elektrischen Massen 
auf. Hier hat man also für den veränderlichen Theil des Po- 
tentiales, wenn / und r" die Entfernungen von den Elektroden 
sind \md C eine Constante bedeutet: 



--<?-^) 



Als Strömungscurven treten hiemach die magnetischen Curven 
auf, welche sich zwei entgegengesetzt gleichen, in den Elektro- 
den gelegenen Magnetpolen zuordnen. 

Was die Bestimmung der Constanten betriffl, so denke 
man sich um die positive Elektrode als Mittelpimkt eine Kugel- 
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he mit dem verschwindend kleinen Radius ö gelegt. Das 
sintum positiver Elektricität , welches durch diese Fläche 
hrend der Zeiteinheit hindurchgeht, drückt sich, unter x den 
tpflanzungscoefficienten verstanden, wie folgt aus: 

— 4xö2jr -5-j-, für / = ö. 
ar 

»nach bestimmt sich die Constante (7, sobald jenes Quan- 
a gegeben ist. Es kommt, wenn letzteres durch J bezeich- 
. wird: 

Zu dem Falle eines Leiters mit endlichen Dimensionen zu- 
tkkehrend, wollen wir unterstellen, es stimme die Strömung 
dem centralen Theile bis zu der sehr kleinen Entfernung t 
1 der einen und der anderen Elektrode mit der Strömung 
unendlichen Räume merklich überein. Alsdann ergiebt sich 
erster Annäherung für den Widerstand des Leiters der Werth 

Er verhält sich zu dem Widerstände eines Drahtes von 

rsr 

n Stoffe des Leiters, von der Länge 1 und dem Halbmesser 

vie |r:l. 

Die obigen Resultate können unter anderen theilweise bei 
er punktförmigen und einer plattenförmigen metallischen 
iktrode, welche einander innerhalb eines Elektrolyten gegen- 
3rgestellt werden, in Anwendung kommen. Wenn nämlich 

Entfernung der punktförmigen Elektrode von der platten- 
migen sehr klein ist in Vergleich mit den Dimensionen 
• letzteren und mit den Entfernimgen von der Oberfläche 
i Elektrolyten, so kann das Potential in der zugekehrten 
iche der Platte bis zu einer gewissen Entfernung von der 
ieren Elektrode annähernd als constant betrachtet werden. 
i ZU einer gewissen Entfernung von dem aus der punktförmi- 
a Elektrode auf die Platte herabgelassenen Lothe werden da- 
r die Strömungscurven nahezu mit den magnetischen Qurven 
ereinstimmen, von deren Polen der eine in der punktförmi- 
a Elektrode, der andere aber mit jenem in Bezug auf die zu- 
kehrte Ebene der plattenförmigen Elektrode symmetrisch ge- 
;en ist. 

23* 
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6. Von der stationären elektrisolien Strömimg in einen 

sphärisolien Leiter. 

Da bei der stationären elektrischen Strömung m einem 
sphärischen Leiter für den Fall zweier punktförmigen Elektro- 
den die ruhende Elektricität aus zwei punktförmigen, in den 
Elektroden gelegenen elektrischen Massen und einer elektri- 
schen Ladung der Oberfläche besteht, das Potential der letzte- 
ren aber mittelst der Kugelfunctionen dargestellt werden kani^ 
so ergiebt sich für diese Strömung sofort eine nähere Bestim- 
mung der Form des Potentiales F. Es seien nämlich ty (pjl 
räumliche Polarcoordinaten, deren Pol im Centrum des Leitewf 
liegt, und deren Fundamentalebene durch beide Elektroden hifr I 
durchgeht. Die Coordinaten der positiven und negativen EIek* 
trode seien bezüglich if, q)' und f, fp" und die Entfemungea 
von ihnen r' und r". Femer mögen C und C" zwei Constan- 
ten, R den Radius der Oberfläche bedeuten. Alsdann hat man 
nach den gemachten Bemerkungen, wenn wir von dem constan- 
ten Summanden des Potentiales absehen: 



y^ C' . C" "^ 



r -r ^, ± 2j^n y^) , 

wo die Coefficienten P«, die Laplace'schen Kugelfdnctioneiii 
rationale ganze Functionen von cos 9, sing) sind und sintpcosl 
sind. 

Von den Constanten des Potentiales bestinunen sich zu- 
nächst die in den Kugelfunctionen auftretenden durch die Be- 
dingung, dass an der Oberfläche die Strömungscurven gaM» 

dV 
letztere fallen, oder dass -^-r in allen Punkten der Oberfläche 

dt 

verschwinden muss. Um diese Bedingung auszudrücken, wen- 
den wir die folgenden Entwickelungen für die beiden ersten 
Glieder des Potentiales an: 

1 1 X^ ,/*'V 1 1 <i „ /t'^Y 

wo pn und pn' die Coefficienten der Entwickelungen vob 
(1 — 2tcosd' + ^2)-v« und (1 — 2tcosö'' -f P)-'^ nach 
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1 Potenzen von t sind, unter Ö' und d" die Winkelabstände 
m Elektroden verstanden. Hiernach findet man: 

n-f- 1 



nE 
iher ist: 



|o>:(g+c-p."(0). 



-f 



?^-(y"= 



00 • , .#v _ 00 



ieser Ausdruck lässt sich dadurch erheblich vereinfachen, 
Qan die Entfernungen von den elektrischen Bildern der 
öden in Bezug auf die Kugelfläche einführt. Jene Ent- 
gen seien bezüglich s' und s". Femer seien ti und ^2 die 
ahlen der Bildpunkte. Alsdann kann man setzen: 



00 .. .«. « 00 



2. 2,Pn [^,) - ^P" [-i;) -7'- 

as femer die beiden letzten Glieder in dem Ausdrucke 
j Pn i-pj betrifil, so liefert die Difierentiation des ersten 
3 nach t: 



dS 



dt 
uch: 






eraus folgt durch Integration : 

£ = — log (s' -}- ti — t cos Ä') -|- const 

Brschwindet aber die fragliche Summe für jedes d\ wenn 
h windet. Die Integrationsconsfcanle ist also hier gleich 
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lo(j2ti. Hiernach hat man, da für die zweite Summe Analog« 
wie für die erste, gilt: 

^ n WJ ~ ^^ s"-\-t2 — tcosd''' 

Wegen der Relationen 1. bis 4. bleiben in dem Potend 
nur noch die Constanten C und C" unbestimmt. Man find« 
aber nunmehr leicht, dass sie entgegengesetzt gleich sind, sowi 
dass ihr absoluter Werth sich in gleicher Weise, wie der enl 
sprechende Werth bei der Strömung im unendlichen Raum( 
durch das Stromquantum und den Fortpflanzungscoefficientei 
ausdrückt. Hiemach ist also, unter C jenen Werth verstanden 

v—rlL-LiLfk h.\il un t.js'^'^U — tcosb") ] 

Bünsichtlich des Widerstandes eines sphärischen Leiters fin- 
det man mittelst des gewonnenen Potentiales, dass er in erster 
Annäherung dem des unendlichen Raumes gleichkommt, wenn 
beide Elektroden innerhalb der Oberfläche liegen. Er wird 
anderthalbmal so gross, wenn eine der Elektroden auf die Ober- 
fläche rückt, und doppelt so gross, wenn beide Elektroden in 
der Oberfläche liegen. 

Aus dem Vorhergehenden ist leicht zu entnehmen, wie die 
elektrische Strömung in einem nach aussen unbegrenzten, mit 
einer sphärischen Höhlung versehenen Leiter, sowie in einer 
Kugelschale für den Fall zweier punktförmiger Elektroden ge- 
funden werde. In dem erst genannten Falle wird die Strömung 
durch folgendes Potential bestimmt: 

J_ (1 — COSÖ') (5" 4- t.2 — tCOSÖ"l 

R ^^ (1 — cos ö") (s' + ^1 - ^ €olf)\ 

Litteratur. Helmholtz. Ueber einige Gesetze der Vertheilung elektn* 
scher Ströme in körperlichen Leitern mit Anwendung auf die thieriscfl' 
elektrischen Versuche. Pogg. Annal. Bd. LXXXIX. ^ 

Felici. Nuova nota sulla propagazione della elettricitä voltaica dcjI 
intorno di una sfera. Fortschritte der Physik. 1854. 
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Von der stationären elektrlsclien Strömung in einer 
spMrisclien Fläche von constanter verecliwindender 

Dicke. 

Durch eine punktförmige Elektrode trete eine elektrische 
römung in eine beliebig begrenzte sphärische Fläche von con- 
anter verschwindender Dicke herein und durch eine zweite 
inktförmige Elektrode wiederum heraus. Offenbar kann hier 
18 Potential als Function der Winkelcoordinaten 9, eines 
)larcoordinatensystemes angesehen werden, dessen Pol im Cen- 
iim der Fläche liegt, und dann muss es in allen Punkten der 
^zteren folgender Gleichung genügen: 

Hieraus ergiebt sich durch ähnliche Betrachtungen, wie wir 
! bei der elektrischen Strömimg in einer ebenen Platte ange- 
»llt haben, dass das Potential diese Form hat: 

V = C log sin d' -j- C" log sin d" -}" f^^9 ^*^* ^ ^2- 
er bedeuten aber C und C" zwei Constanten, d' und d" die 
Lnkelabstände von der positiven und negativen Elektrode, 
das Element von fictiven elektrischen Massen, welche auf 
m Bande der Fläche verbreitet sind und d den Winkel- 
stand von dq. 

Wenn ins Besondere die Fläche eine volle Eugelfläche bil- . 
t, so kommt, wie man leicht findet: 

j^ ^, sind' 

3 ZU setzen ist, unter J das Stromquantum, unter d die Dicke 
id unter 3c den Fortpflanzungscoefficienten der Fläche Ver- 
anden: 

J 



0= — 



2dx3C 



ür den Widerstand der Kugelfläche erhält man den Werth 
-jp — , wo T eine analoge Bedeutung, wie bei der ebenen 
atte, hat. 
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7. Von der stationären elektrisolien Strömung in einem 

Kreisoylinder. 

Von der Strömung der Elektricität in einem Kreiscylin- 
der betrachten wir den einfacheren Fall, wo zwei punktförmige, 
auf der Axe und symmetrisch in Bezug auf die Mittelebene ' 
des Cylinders gelegene Elektroden auftreten. Das Potential 7 S 
lässt sich alsdann auffassen als Function zweier Veränderlichen, ; 
der Entfernung t von der Axe und der Entfernung jsr von der 
Mittelebene des Cylinders, und es ist für die ganze Ausdehnung 
des Leiters: 

dP '^ t ' dt ~^ dz^ ~ 
Dieser Differentialgleichung genügen die Ausdrücke: 

f{t) sinmz, f{t)cosmz, f(t)e-'^', f{f)e'^', 

wenn / (t) die folgende lineare Differentialgleichung befriedigt: 

di-^T'ji-'^'^=''' 

Durch eine Summe von solchen particulären Lösungen lässt sich 
aber jedes Integral der partiellen Differentialgleichung dar- 
stellen. 

Da das Potential V nicht auf der ganzen Axe unendlich 
werden darf und alle Stromverhältnisse in Bezug auf die Mittel- 
ebene symmetrisch sein müssen, so besteht F aus einem con- 
' stauten Theile und einer Function, die in Bezug auf z unge- 
rade ist. Ferner bemerke man, dass sich der Verlauf dieser 
letzten Function für ein bestimmtes t von der einen Endfläche 
des Cylinders bis zur anderen durch eine Reihe darstellen lässt, 

welche nach den Sinus der Vielfachen von -r- fortschreitet, un- 
ter h die Höhe des Cylinders verstanden. Hiernach kann man 
nun, von dem constanten Summanden des Fotentiales absehend, 
setzen : 

V = 2I ^n sin -^-- , 
1 * 

wo An der oben stehenden linearen Differentialgleichung i^ 
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= -j- genügen muss. Für jenen Werth von m sind aber fol- 
ende Ausdrücke zwei paxticuläre Integrale der Gleichung: 

00 +1 

/nnt /^ nnt 

dx = b (nt)y I . dx = c(nt). 

1 —1 

) ist also, unter ßn und yn zwei Constanten verstanden: 

An = ßnl(nt) -f YnC(nt), 

Die Bestimmung der Constanten ßn und y„ ergiebt sich aus 

Q Bedingungen, welchen das Potential an den Grenzen, d. h. 

der Oberfläche des Cylinders und in der Nähe der Elektro- 

a unterworfen ist. Es muss erstlich in den ebenen End- 

dV 
chen der Werth von -j— verschwinden. Dies wird erreicht, 

nn ßn und y« für jedes gerade n gleich Null gesetzt werden. 

dV 
mer muss auf dem Mantel des Cylinders -jr- verschwinden. 

eraus folgt, unter R den Radius des Cylinders verstanden: 

^-IF + ^-|| = «'^'^* = ^' 

durch sich das Verhältniss der fraglichen Coefficienten für 
len gleichen Index bestimmt. Die weitere Bestimmung der- 
ben wird erhalten aus der Bedingung, dass das Potential in 

C C 

mittelbarer Nähe der Elektroden in -7 und — -7, übergehen 

ISS, wenn / und r" die Entfernungen von den Elektroden 
d und C eine Constante bedeutet, die sich bestimmt, sobald 
3 Stromquantum gegeben ist. 

Indem wir uns folgends auf den Fall, wo JB = 00 ist, also 
f den Fall einer plan -planen, allseitig unbegrenzten Platte 
n endlicher Dicke beschränken, erhalten wir nach dem Vor- 

Tgehenden, da das Verhältniss -^ : -77 für ^= 00 verschwindet: 

F= 2ßnb(nt)sin ^ (n = 1, 3, 5 ), 

id es erübrigt, die Bedingung für den Verlauf des Potentiales 
L der Nähe der Elektroden zu erfüllen. Zu dem Ende geben 
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wir dem Coefficienten b(nt) die gewöhnliche Form der Coeffi- 



TtJS 



cienten einer nach den Sinus der Vielfachen von ^j- fortschrei- 

h 



tenden Reihe. Es ist: 

00 



+ 00 




tx n 

, / cosqx j 

= aa: = / , > dx. 

-1 J Vp + x-^ 



Vx^ 

1 —00 

Hiemach hat man, unter u eine beliebige reelle Grösse ver- 
standen : 

+ 00 



b{nt) 



. . nna I 

^stn -^ — U 



. n7t(x-\-oi) . nn{x — a) \ 
stn ^— ! — - — stn r \ 

äx. ■ 



Vp + a;3 



Ä -00 

Die Substitution a; = ^er + a liefert femer: 

h{nt) = 



+ 00 



1 r^/ 1 1 \ . nii£ . 



— 00 



Zerlegen wir nun das Integral in Integrale mit den Grenzen 

und Ä, h und 2h u. s. f., sowie und — Ä, — Ä und - 2i 

u. s. f. und verwandeln sodann die Theilintegrale in solche mit 

der unteren Grenze 0, so kommt für ein ungerades w: 

h 

.+ 00 / 1 



h{nt) = 



. . nna 1 ^ 
^stn—j-— I —00 



V^' + (^ + vh — df 







1 



=1 stn -7- <*'• 



Vf2 + (^ + VÄ + 

Das hier auftretende Integral ist aber gleich dem ^Ä-facto 
des Coefficienten mit dem Index n in der Entwickelung "* 
Function 



+ 00 




1 



Ji.v 



( l)y\ 

_^ \ yp-}-(z + vh—ay W+ {e + vÄ + «)' 

nach den Sinus der Vielfachen von -y-- Glieder mit gerade» | .j 

n 



T.B. ■ 
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Indices treten in jener Entwickelung nicht auf, wie sofort aus 
den folgenden Bemerkungen erhellen wird. 

Die Function U kann aufgefasst werden als Potential von 
Punktenpaaren mit den elektrischen Massen + 1 und — 1, die 
luf der Axe und symmetrisch in Bezug auf die Mittelebene so 
legen, dass die Funkte eines Paares um 2 a, die Mittelpunkte 
weier auf einander folgender Paare um h von einander ent- 
emt sind, und dass endlich von je zwei auf einander folgenden 
'aaren gleichartige elektrische Massen einander zugekehrt sind. 
Jetzen wir a gleich der halben Entfernung der Elektroden, so 
ällt in die Elektrode mit positiver xf- Coordinate ein Punkt 
oit dem Quantum -(- 1, in die andere Elektrode ein Punkt mit 
lern Quantum — 1, und verläuft daher die Function f/ in un- 
Qittelbarer Nähe der Elektroden bezüglich wie die Functionen 

-| — j und — -yj- Die Function F geht nun aber in U über, 

venn gesetzt wird: 

^„ = _«,„__. 

Ss wird daher auch der letzten Bedingung für das Potential 
genügt, wenn man setzt: 

F= CU. 
oder was dasselbe ist: 

V = -T— £b(nt) sin , sin - , (n = 1, 3, 5 . . .), 
^0 zu setzen ist: 

00 



b (nt) 



/nnt 
e'~' 



Die Constante C bestimmt sich, wenn die Elektrode mit 
^i* Coordinate a die positive ist, in gleicher Weise durch das 
^i:'omquantum und den Fortpflanzungscoefficienten, wie die ent- 
^i^echende Constante bei der Strömung im unendlichen Baume. 
Ür den Widerstand ergeben sich ferner in erster Annäherung 
^ den drei Fällen, welche in Bezug auf die Lage der Elektro- 
-H zu unterscheiden sind, dieselben Ausdrücke, wie in den ent- 



364 Theorie der stationären 

sprechenden Fällen bei der Strömung in einem sphärischen 
Leiter. 

Wenn die Platte aus zwei ungleichartigen, in der Mittel- 
ebene aneinander stossenden Hälften besteht, so erlangt der 
veränderliche Theil des Potentiales in beiden Hälften dieselbe 
Form wie bei einer einfachen Platte, jedoch treten alsdann für 
die beiden Hälften verschiedene Constanten auf, wegen deren 
Bestimmung wir auf die Betrachtung der Strömung in einer 
unendlich dünnen ebenen Platte verweisen können. Ist in dem 
angegebenen Falle überdies der Fortpflanzungscoefficient in der 
einen Hälfte der Platte sehr klein in Vergleich mit dem Coef- 
ficienten in der anderen Hälfte, so wird die Strömung in jener 
innerhalb gewisser Grenzen von der Lage der Elektrode in der 
anderen Hälfte unabhängig sein. Hiemach scheint es von vorn- 
herein aimähernd gestattet zu sein, die obige Theorie auf den 
Hergang bei der Erzeugung der Nobili 'sehen Hinge anzuwen- 
den, wofern hierbei die Polplatte mit der freien Oberfläche des 
Elektrolyten parallel ist, der Poldraht niu: in dem eingetauch- 
ten Endpunkte mit dem Elektrolyten in Berührung kommt und 
endlich die Entfernung jenes Punktes von der Polplatte in Ver- 
gleich mit den horizontalen Dimensionen der Polplatte sehr 
klein ist. Bekanntlich beruht die Entstehung der Nobili'schen 
Ringe zunächst darauf, dass der elektrische Strom den Elektro- 
lyten zersetzt und der ausgeschiedene elektronegative Bestand- 
theil sich in einer sehr dünnen Schicht auf der Polplatte, welche 
aus einem edlen Metalle besteht oder mit einem solchen über- 
zogen ist, niederschlägt. Gewöhnlich dient als Elektrolyt eine 
Lösung von essigsamrem Bleioxyd in Wasser oder eine Lösung 
von Bleioxyd in Kalilauge. Die auf die Polplatte niedergeschla- 
gene Schicht besteht alsdann aus Bleihyperoxyd, und da dieses 
bei geringer Dicke durchsichtig ist, so entsteht durch Beleuch- 
tung der Polplatte die Erscheinung der Nobili' sehen Ringein 
ähnlicher Weise wie die der Newton'schen Ringe. 

Nach einem elektrolytischen Gesetze ist die Quantität eines 
Bestandtheiles, welcher aus einem Elektrolyten durch einen 
elektrischen Strom ausgeschieden wird, unter übrigens gleichen 
Umständen mit der Stärke der Strömung proportional. Hier- 
nach steht zu erwarten, dass bei der Bildung der Nobili'schen 
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ünge die Dicke der niedergeschlagenen Schicht mit dem Werthe 

d V 

on -=— für jg = proportional sein werde. Bedeutet also d 

me Dicke, K eine Constante, h die doppelte Dicke des Elek- 
rolyten, a die Entfernung der punktförmigen Elektrode von 
er Folplatte und t die Entfernung vom Lothe jener Elektrode, 
) ist: 

d = -jr^ I^nh{nt) sin -r— (n = 1, 3, 5 — ). 

Die Dicke nimmt mit der Entfernung von der Axe ab und 
t für gleiche Entfernungen gleich. Daher zeigen sich z. B. 
ei senkrechter Beleuchtung der Folplatte durch homogenes 
icht abwechselnd helle und dunkle eoncentrische Ringe, deren 
[ittelpunkt dem Lothe der punktförmigen Elektrode entspricht, 
renn hierbei der Stoff der niedergeschlagenen Schicht optisch 
iinner als das Metall der Polplatte ist, so ist der Gangunter- 
ihied der beiden Lichtpartien, welche an den beiden Flächen 
3r Schicht reflectirt werden, in den Punkten der hellsten 
reise gleich einem geraden, und in den Pimkten der dunklen 
reise gleich einem ungeraden Vielfachen der halben Wellen- 
nge des Lichtes. Jener Oangunterschied drückt sich aus durch 
\id -}- '^^i wenn A die Wellenlänge in der Luft, ft den Bre- 
lungsquotienten des niedergeschlagenen Stoffes und ri eine Con- 
ante bedeutet, welche von den optischen Constanten jenes 
x>ffes und des Metalles der Polplatte abhängt. Hiemach hat 
an also, unter U den Badius des iten dunklen Binges, von 
issen nach innen gerechnet, verstanden: 

2% — \—'2ri= J^ 2Jnb(nti) stn — r— • 

Zu einer vollständigen Vergleichung der letzten Formel 
it der Wirklichkeit reichen die dermalen vorliegenden Daten 
icht aus. Aus den Beobachtungen, welche Beetz (zur Theorie 
er Nobili'schen Farbenringe. Pogg. AnnaL Bd. LXXI und 
^CVn.) über die Nobili' sehen Ringe angestellt hat, scheint 
doch hervorzugehen, dass in Folge der galvanischen Polari- 
^tion der Elektrodenplatte die Stärke der Strömung in den 
Unkten der letzteren von der theoretisch bestimmten abweicht, 
insichtlich des optischen Verhaltens des Bleihyperoxydes fand 
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Beetz durch Ermittlung des Winkels der vollkommensten Po- 
larisation, dass dieser Stoff, wie für die obige Formel unter- 
stellt wurde, optisch dünner als die edlen Metalle ist. 

Litteratur. Riemann. Zur Theorie der Nobiii'schen Farbenringe. 
Pogg. Annal. Bd. XCV. 



8. Von der flotiven elektpisolien Strömung in der Ober- 
fläolie eines Magneten, welche nacli aussen hin dieselbe 
Wirkung, wie der Magnet selbst, ausübt. 

Wie die Wirkung einer stationären elektrischen Strömung 
mit in sich geschlossenen Stromcurven durch die eines Magne- 
ten, in welchem der Magnetismus nach einem gewissen Gesetze 
vertheilt ist, ersetzt werden kann, so ist auch die nach aussen 
gerichtete Wirkung eines Magneten äquivalent mit der Wir- 
kung einer gewissen stationären elektrischen Strömung in der 
Oberfläche des Magneten. Es sei nämlich U die Function, durch 
welche sich der magnetische Zustand des Körpers in der Weise, 
wie bei Betrachtung der magnetischen Induction gezeigt wurde, 
darstellen lässt, und es werde, wie dies auch fiiiher stets ge- 
schah, nur der Fall ins Auge gefasst, wo die Function TJ inner- 
halb des Magneten stetig verläuft. In zwei einander unendlich 
nahen Niveauflächen habe das Potential die Werthe Di und Vi, 
und es sei Di > Di. Durch die Niveauflächen wird aus dem 
Volumen des Magneten eine unendlich dünne Scheibe heraus- 
geschnitten, und diese wirkt ebenso wie eine gewisse fictive 
Belegung ihrer beiden Flächen mit entgegengesetzt gleichen 
Mengen magnetischer Flüssigkeit. Die Dichtigkeit der Bele- 

1 /? TT 

gung ist ' Tm^ wenn a eine Constante darstellt und durch 

- ■,'*' eine Differentiation nach der Normale der Scheibe ange- 
dN 

deutet wird, solche in der Richtung, nach welcher das Poten- 
tial an Grösse abnimmt, gerechnet. Für das magnetische Mo- 
ment eines Elementes der Scheibe, dessen Fläche dO und des- 
sen Dicke 8 ist, ergiebt sich also: 

«3 dN a« 
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Wir ersehen hieraus, dass die Scheibe ebenso wirkt, wie eine 
andere, die denselben Rand wie jene und allenthalben die con- 
stante unendlich kleine Dicke 6 hat, und deren Flächen bezüg- 
lich mit nördlich- und südlich -magnetischem Fluidum von der 

absoluten Dichtigkeit — ^-^j — - belegt sind. Die fragliche Scheibe 

ies Magneten wirkt hiemach ebenso wie ein linearer Strom, der 
im Rande der Scheibe liegt und rechtläufig erscheint, wenn er 
7on der Seite mit südlich -magnetischer Belegung her betrach- 
^t wird, und für dessen Intensität man hat: 

Tenor Strom kann aber auch ersetzt werden durch eine statio- 
läre gleichgerichtete elektrische Strömung innerhalb des band- 
örmigen Stückes, welches aus der Oberfläche des Magneten 
lurch die beiden Flächen der Scheibe herausgeschnitten wird. 
Ss sei dv die Breite des Bandes, Sdv das Quantum der positi- 
ren Elektricität, welches während der Zeiteinheit durch einen 
Verschnitt des Bandes hindurchfliesst , so dass S das Maass 
ür die Stärke der fraglichen Strömung in der Oberfläche wird, 
klan hat alsdann, unter k die Constante in der Weber'schen 
rundamentalformel verstanden: 

bezeichnet also '" eine Differentiation nach der in der Ober- 

av 

lache des Magneten gelegenen Normale der Randcurve, solche 
n der Richtung gerechnet, nach welcher das Potential an Grösse 
kbnimmt, so ist: 

_ V2^ dU 
4aU ' dv ' 

Der ganze Magnet kann in unendlich viele solcher trans- 
versal-magnetischer Scheiben, wie sie oben betrachtet wurden, 
serlegt werden. Daher lässt sich auch seine nach aussen ge- 
"ichtete Wirkung durch die einer stationären elektrischen Strö- 
^Qung ersetzen, welche in der Oberfläche längs den Durch- 
chnittslinien der letzteren und der Niveauflächen des Poten- 
^ftles U in der oben näher bestimmten Richtung und Stärke 
<>r sich geht. 
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Die Function U ist bestimmt, sobald das Potential F des 
Magneten für den äusseren Raum gegeben ist. Durch letzteres 
wird nämlich die Dichtigkeit q der idealen magnetischen Ober- 
flächenladung , welche den Magneten hinsichtlich seiner Wir- j 
kung nach aussen ersetzt, bestimmt, und es ist ferner, wenn 

j " eine Differentiation nach der von innen nach aussen ge- 
dn ° 

rechneten Normale der Oberfläche andeutet: 

^ a*^ ' dn' 

n TT 

Mit dem Verlaufe von -^ — in der Oberfläche ist aber auch der 

dn 

Verlauf von U in derselben Fläche — abgesehen von einem 
Constanten Summanden — und folglich auch, da ^^U im Inne- 
ren des Magneten verschwindet, der Verlauf in der ganzen Aus- 
dehnung des letzteren gegeben. Es ist nämlich für jeden Punkt 
ausserhalb des Magneten, wenn r die Entfernung des betreffen- 
den Punktes von dem Oberflächenelemente ds bedeutet: 



U T U dn 



ds. 



Ist nun U' eine zweite Function, für welche ^^ü' im Inneren 

/? TT' flu 

des Magneten verschwindet und -^ — in der Oberfläche mit -r- 
zusammenfällt, so liefert obige Gleichung: 




d(l) 
- ^0 -^ ds = 0, 



dn 

was offenbar nur möglich ist, wenn U — ?7' in allen Punkten 
der Oberfläche einen und denselben Werth hat. 

Dem Obigen zufolge ist auch die Stärke der Strömung 
durch das Potential des Magneten bestimmt, und man bemerke, 
dass in dem schliesslichen Ausdrucke für dieselbe die Constante 
a nicht mehr auftritt. 

Die Function U und hiernach auch die Stromstärke S lässt 
sich aus dem Potentiale V unter Anderem leicht herleiten, 
wenn der Magnet von sphärischer Form ist, wie dies z. B. bei 
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er Erde angeuommen werden darf. Man hat alsdann, wenn 
dr die früheren Bezeichnungen beibehalten : 



00 ^-n. „ . , ,00 



F=i?S-P«(^"^'. 9 = ^X1 (2« + l)P.. 



etzt man nun ferner: 

t 



'■-^"■{kj- 



kommt aunli: 



1 dU 



QO 



i au 1 -so TT 

«• = - F^ • dT = - i^ ^ "^- 

ie Vergleichung der beiden für q aufgestellten Ausdrücke 
jfert; 

id hieraus folgt: 

_ V2R ^^ 2n4- 1 dPn 

Bei einer homogen magnetisirten Kugel, deren Axe in die 
xe des Polarcoordinatensystemes fällt, findet man, wenn M 
is magnetische Moment bedeutet: 

31/2" Jtf . 

ie Stromcurven fallen mit den Farallelkreisen zusammen, und 
e Strömung erscheint von der Seite des Nordpoles her als 
ickläufig. 
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IV. 
THEORIE DER INDUCTION ELEKTRISCHER STRÖME. 



1. Von der aus der relativen Bewegung eines Leiters 
und eines linearen elektrisohen Stromes hervorgehenden 

elektromotorischen Kraft. 

Die Erfahrung lehrt, dass in einem Leiter durch einen 
Constanten elektrischen Strom oder durch einen permanenten 
Magneten elektrische Strömungen hervorgerufen werden, sobald 
und so lange als die relative Lage des Leiters gegen den Strom 
oder den Magneten geändert wird. Nach Beendigung der rela- 
tiven Bewegung stellt sich auch sofort das elektrische Oleich- 
gewicht im Leiter wiederum her. In gleicher Weise lehrt auch 
die Erfahrung, dass ein elektrischer Strom oder ein magnetisch 
erregter Körper in einem benachbarten Leiter elektrische Strö- 
mungen erzeugt, wenn sich die Intensität des Stromes oder die- 
jenige des Magnetismus ändert. Beide Arten der elektrodynami- 
schen Induction wurden zuerst von Faraday entdeckt Die 
Gesetze der Induction elektrischer Ströme durch Aendernng der 
Intensität eines Stromes oder eines Magnetpoles lassen sich bis 
jetzt theoretisch nur unvollständig und mit Hülfe gewisser An- 
nahmen über den Grund der Intensitätsänderung ableiten, wes- 
wegen wir nur das eine Resultat anführen wollen, welches man 
so findet, dass das Verschwinden eines Stromes in einem Leiter 



\ 

> 
■i 
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der des Magnetismus in einem Magnetpole in einem benach- 
Btften Leiter dieselbe elektrische Strömung erzeugt, wie sie 
ich entstehen würde, wenn der Strom oder der Magnetpol, 
)n seiner wirklichen Lage ausgehend, sich bis ins Unendliche 
itfemte und dass das Entstehen eines Stromes in einem Lei- 
r oder des Magnetismus in einem Magnetpole in ein^m be- 
tchbarten Leiter denselben Strom hervorruft, der auch ent- 
Bhen würde, wenn der Strom oder Magnetpol, von einer un- 
idlich weit entfernten Lage ausgehend, sich gegen den Leiter 
nbewegte, bis er die Lage einnähme, welche er wirklich ein- 
mmt. 

Wir wenden uns also sofort zur Betrachtung der Induction 
urch die Aenderung der relativen Lage eines Stromes und 
Des Leiters, und um die Gesetze derselben herzuleiten, be- 
achten wir eine punktförmige positiv-elektrische Masse g', die 
jh in einer vorgeschriebenen Bahn bewegt, während letztere 
Ibst nebst der Masse g' um eine beliebige Axe rotirt. In die 
>tationsaxe legen wir die e-Axe eines im Baume festen recht- 
inkligen Coordinatensystemes und bezeichnen die Coordinaten 
r Masse q' in Bezug auf dieses System durch x', y\ z\ Die 
irkung, welche die Masse (( auf die in einen Punkt P con- 
utrirte elektrische Einheit nach der Richtung g'P ausübt, 
ückt sich alsdann wie folgt aus, wenn A die Constante der 
eber'schen Formel, i die Zeit, r die Entfernung der Masse 
von P bedeutet imd wenn a, 6, c die Axenwinkel für die 
nannte Bichtung sind: 



= ^i 
r» 



cosa -jT- 
at 



.cosb-^-\-cosc-^^^-2r\cosaj^^+cosb^ + cosc-^l^. 

Um dem letzten Ausdrucke eine für die Folge bequemere 
)rm zu geben, führen wir neue rechtwinklige Coordinaten |, ly, g 
Q, deren Axen mit der vorgeschriebenen Bahn der Masse ^ 
3t verbunden sind und sich daher mit jener bewegen. Es falle 
»er der Anfangspunkt der neuen Coordinaten in den der alten 
^ordinaten und die Axe der 5 in die der jer. Ferner mögen 
T Zeit, für welche die Wirkung der Masse q' auf P bestimmt 

24* 
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werden soll, die Axen der | und der x, sowie die der rj und y 
eoincidiren. Alsdann ist, wenn der Winkel zwischen den Ax^ 
der I und rr, oder der rj und y durch ^ und die Coordinaiea 
der Masse q^ durch |', rj\ 5' bezeichnet werden; 

Eine zweimalige Differentiation nach i liefert nun für die be- 
treffende Zeit: 

dt ~ dt '^ dt' dt ~ dt '^ ^ dt' dt ~ dt' 
d^3(f d^i' ^, /dty , d^tlf ^ drj' dt 



-JW^^ Kit) ~ "^ 'dW ^ 
dV _ dS /dfl^Y d^t 



dt^ ~" dt'- "" \dtj ' dt^ dt dt' 

dr dt 
dt ' dt' 

d^z' dH' 



dt^ dt^ 

Der Ausdruck, welcher nach Substitution obiger Ausdrücket 
aus k hervorgeht , werde durch k (-j- q') bezeichnet. Kehren _ 
wir in letzterem das Vorzeichen von q' und das der Quotienten 

-TT, --TT-, --Tr um, so erhalten wir die Wirkung k{— cl) einer 

zweiten entgegengesetzt gleichen elektrischen Masse, die sick 
an derselben Stelle wie g' befindet, aber die vorgeschriebene . 
Bahn in entgegengesetzter Richtung durchläuft. Für die Ge- 
sammtwirkung K beider Massen findet man: 

K = h{^ q') -\- Tc {- q') ^ 

^ • ?K^'4f -'■§')- <-4f+-''3l'+-f) 

{cosl.^* — cosa.ri') -f- 2r (cosa -Jj cosb -jA]- 

Mittelst des letzten Ausdruckes ist es nunmehr leicht, die 
elektromotorische Kraft zu finden, welche in einem ruhenden 
Leiter seitens des Elementes eines constanten linearen elektri' 
sehen Stromes dadurch erregt wird, dass der letztere um eine 
feste Axe rotirt. Zu dem Ende brauchen wir nur für die vor- 
geschriebene Bahn der Masse q' die Stromcurve und für die 
Masse selbst das in dem Elemente enthaltene Quantum posifr 

ver Elektricität zu setzen, welches sich durch , , , ausdrückti 

4:Xv 
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wenn dsf die Länge des Elementes, i' die Intensität des Stro- 
mes und v! die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Elektricität 
ist. Um aber einen von der Wahl der Coordinaten unabhängi- 
gen Ausdruck für die fragliche Kraft zu erzielen, führen wir 
: die Qesch windigkeit Vi des bewegten Elementes in seiner Bahn, 
iowie folgende Grössen uhd Bezeichnungen ein. Der Winkel 
swischen den Richtungen von ds\ d. h. der positiven Strömung 
im Elemente, und r, letzteres von ds' nach P gerechnet, sei ö\ 
der Winkel zwischen v/ und r sei d/, und der Winkel zwischen 
Vi' und ds' sei ö/. Ferner sei y' der Winkel, welchen das Ele- 
ment mit der Drehaxe bildet und ^ der Winkel zwischen r 
und der zur Rotationsaxe senkrechten Normale des Elementes. 
Hierbei werde aber erstlich unterstellt, dass die Richtung der 
Rotationsaxe nach der Seite hin gerechnet werde, von woher 
die Drehung als rechtläufig erscheint. Zweitens werde die ge- 
nannte Normale des Elementes so gerechnet, dass dieselbe, 
wenn sie um ihren Durchschnittspunkt mit dem Elemente 
eine reehtläutige Drehung von der Grösse eines rechten Win- 
kels ausführt, mit der auf der Rotationsaxe senkrecht stehen- 
ien Componente des Elementes zusammenfällt. Endlich werde 
aoch die Winkelgeschwindigkeit durch a> bezeichnet. Alsdann 
»rgiebt sich nach dem Obigen durch nahe liegende Umbildun- 
jen folgender AusdiucTc für die fragliche elektromotorische 
&aft: 

2ki'ds' 
K= — {vi'{cos()i — '^ cos d' cos dl*) -|- rocos^siny']. 

Diese Formel bewahrt auch dann noch ihre Gültigkeit, wenn 
Ue Rotationsaxe durch das Element hindurchgeht und die Ge- 
schwindigkeit in der Bahn verschwindet, während die Winkel- 
S^QSchwindigkeit einen endlichen Werth behält, sowie wenn die 
^tationsaxe ins Unendliche rückt und die Winkelgeschwindig- 
ceit verschwindet, während die Geschwindigkeit in der Bahn 
»ndlich bleibt, d. h. wenn die Rotation in eine geradlinige Be- 
legung oder eine Verschiebung übergeht. Eine jede beliebige 
Bewegung kann aber für einen verschwindend kleinen Zeittheil 
^ die Resultante einer Rotation und einer Verschiebung ange- 
^hen werden, und die entsprechende elektromotorische Kraft 
^ offenbar die Resultante der beiden aus den componirenden 
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Bewegungen hervorgehenden Kräfte, so dass also mittelst der 
oben gewonnenen Formel die elektromotorische Kraft für jede 
beliebige Bewegung des Stromelementes gefunden werden kann. 
Da die Wechselwirkung zwischen zwei elektrischen Massen 
nicht von ihrer absoluten Bewegung, sondern nur von ihrer re- 
lativen Bewegung in Bezug auf ihre Verbindungslinie abhängt, 
so muss oflTenbar in einem Leiter seitens eines Stromelementes l 
nicht bloss dadurch, dass letzteres sich bewegt, sondern auch l 
wenn der Leiter allein in Bewegung begriflTen ist, oder wenn i 
sowohl der Leiter, als auch das Element sich bewegt, eine! 
Scheidungskraft entwickelt werden. Diese Kraft ist in jedem 
Punkte des Leiters eine und dieselbe für gleiche relative Be- 
wegimgen des Punktes und des Stromelementes. In der That 
ergiebt sich auch direct für die Kraft, womit das oben betrach- 
tete Element ds' auf die in P concentrirte Einheit der Elek- 
tricität einwirkt, die gleiche Richtung und Grösse wie oben, 
wenn das Element in Ruhe bleibt, dahingegen der Punkt P m 
dieselbe Axe und mit gleicher Winkelgeschwindigkeit, aber in 
entgegengesetztem Sinne, wie vorher das Stromelement rotirt 
Betrachten wir nämlich zunächst wiederum die Wirkung einer 
einzelnen Masse g', deren vorgeschriebene Bahn in Ruhe ist, 
auf den nunmehr rotirenden Punkt P, so ergiebt sich, wenn 
Vi und 1/ die Geschwindigkeiten von P und ^ in ihren Bahnen, 
öl den Winkel zwischen den Richtungen jener Geschwindigkei- 
ten und Äi, d' die Winkel zwischen denselben Richtungen und 
r bedeuten, und wenn übrigens dieselben Bezeichnungen wie 
bisher beibehalten werden (siehe L 1); 

-f- 2r(Ni€0svi — N'cosi/) 

Zu dem Stromelemente übergehend, finden wir hieraus: 

^ 2Xi'vids' ... 3 j. «,, 
K= [cosOi — i cosoicoso'}- 

Dieser Ausdruck fällt mit demjenigen zusammen, weld 
wir oben für den Fall erhielten, wo das Stromelement rot 
wofern die Rotationen entgegengesetzt gleich sind. Um 
hiervon zu überzeugen, fällen wir aus P und ds' zwei Pei 
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dikel u und u' auf die Botationsaxe und bezeichnen den Win- 
kel, welchen sie mit einander bilden, durch ö. Femer bezeich- 
nen wir die Axenwinkel des Elementes durch a', ß\ y' und le- 
gen der Einfachheit wegen die x-Axe des oben angewandten 
festen Coordinatensystemes mit dem Perpendikel u paralleLj 
Alsdann kommt für das angegebene Yerhältniss der Rotationen: 

VxCOsOx = — u'a)(cosa'sinö — cosß'cosö\ 

racos^ siny' = rGi(co3qcosß' — cosbcosa'). 
Femer hat man: 

u'cosö -j- rcosa = u, u'sinö -|- rcosb = 0; 
folglich ist auch: 

1. Vi cos Ol' + rcocos^siny' = — viCOsUi. 

Aus der Projection der von u, u' und r gebildeten Figur 
auf die icy -Ebene findet man, wenn 6 und e' die an der Pro- 
jection von r anliegejiden Winkel sind: 



u:u' = sin b' : sin e. 



Femer liefert ein körperliches Dreieck, dessen Kanten mit r, 
der Projection von r und der Richtung von Vi parallel sind, un- 
ter ri den Winkel verstanden, welchen r mit der xy^^hene 
bildet: 

sine cos 1] = cosdi, 

Bm zweites körperliches Dreieck, dessen Kanten mit r, der Pro- 
jection von r und der Richtung von Vi parallel laufen, liefert: 

— sin £' cos t] = cos fi/. 

Biemach hat man, da sich u und u' zu einander verhalten wie 
t^i und Vii 

2. Vi' cos dl' = — Vi cos dl, 

Am den Relationen 1. und 2. erhellt aber die Identität der 
^iden fraglichen Ausdrücke. 

Der zweite für die Scheidungskraft gefundene Ausdruck 
*tilirt auf eine einfache Regel zur Bestimmung jener Grösse. Man 
lenke sich nämlich die relative Bewegung des Leiters und des 
Stromelementes auf eine Bewegung des Leiters allein zurück- 
geführt. Für diese Bewegung sei Vi die (Jeschwindigkeit des 
Punktes P, für welchen die elektromotorische Kraft ermittelt 
•Verden soll. Femer denke man sich an der Stelle von F ein 
^tromelement dsi, dessen Richtung mit der Richtung von Vi 
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zusammenfalle, und dessen Intensität ii so bestimmt werde, 
dass man hat: 

^l dsi --= 2At;i. 
Die Scheidungskraft, welche seitens des Elementes ds^ in Per- 
regt wird, ist dann gleich der Wirkung, welche jenes Element 
auf das Element dsi ausübt. Mittelst dieser Regel bestimmt 
sich ohne Weiteres die elektromotorische Kraft, welche bei der 
relativen Bewegung eines in sich geschlossenen Stromes und 
eines Leiters entsteht. Ihre Componenten nach den Axen eines 
rechtwinkligen Coordinatensystemes seien Xi, Yi, Zj. Alsdann 
hat man, wenn «i , ßi, yi die Axenwinkel von Vi sind, übrigens 
aber die bisherigen Bezeichnungen beibehalten werden: 

X Y 

YT— = Ccosßi — Bcosyi^ . ./ = Acosyi — Qcosai, 



Z, 



Xi'vi 



= B cos dl — Äcosßii 



wo zu setzen ist: 






"=/ 






d 



ö) " 

^^ da! — 



dy' 






2. Von der in einem linearen Leiter duroh relative Be- 
wegung gegen einen constanten elektrischen Strom oder 
Magneten inducirten elektrisclien Strömung. 

Bei der relativen Bewegung eines constanten linearen elektri- 
schen Stromes und eines in sich geschlossenen linearen Leiters 
ruft die aus der Bewegung hervorgehende elektromotorische 
Kraft in dem Leiter eine elektrische Strömung hervor, die ini 
Allgemeinen von sehr verwickelter Natur sein wird. Unter den 
gewöhnlichen Umständen jedoch gestalten sich die Verhältnisse 
einfacher, weil die Geschwindigkeit der ponderablen Materie in 
Vergleich mit der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Elektricir 
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it klein ist Wenn nämlich letzteres der Fall ist, so wird offen- 
tr auf der Oberfläche des Leiters inducirte Elektricität auf- 
eten und diese sich so anordnen, dass stets ihr Potential im 
»ter stetig verläuft und in keinem Punkte des Leiters eine 
inahme oder Verminderung der elektrischen Dichtigkeit ein- 
itt. Zugleich leuchtet auch ein, dass für die Entstehung der 
römung im Leiter in jedem Punkte nur die in die Richtung 
8 Bogens oder der Tangente fallende Componente der elek- 
^moiorischen Kraft in Betracht kommt. Es sei nun s der Bo- 
n des Leiters, E die entsprechende Componente der elektro- 
3torischen Kraft in der Richtung des Bogens und V das ent- 
rechende Potential der auf der Oberfläche des Leiters befind- 
hen Elektricität. In dem Inneren des Leiters tritt alsdann 

dV 
e Kraft E — -= — auf. Mit ihr ist unter übrigens gleichen 

Cv s 

mständen die in Strömung begriffene Elektricität proportional. 
dII daher keine Aenderung der elektrischen Dichtigkeit ein- 
eten, so muss, wenn der Querschnitt des Leiters constant ist, 
iin: 

dE __ d^y _Q 
ds ds^ 

üeraus folgt, unter g und h zwei Constanten verstanden: 

V=g + hS'{- f Eds, 

ü 

nd da das Potential längs des Leiters stetig verlaufen muss. 
bestimmt es sich näher wie folgt, wenn l die ganze Länge 
es Leiters bedeutet: 



V=g-'j I Eds+ I Eds. 

Wie bei der stationären linearen Strömung, so ist auch 
ier das Quantum Elektricität, welches während des Zeitdiffe^ 
mtiales in der Richtung des Bogens durch einen Querschnitt 
iesst, gleich dem Producte aus dem Zeitdifferential, dem Fort- 
Sanzungscoefficienten, dem Querschnitte und der in die Rieh- 
mg des Bogens fallenden Triebkraft. Wird also jenes Quan- 
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tum durch Idt, der Fortpflanzungscoefficient durch x und der 
Querschnitt durch cd bezeichnet, so kommt: 

oder, wenn der Widerstand des Leiters durch w bezeichnet wird; 



/=- / Eds. 




Die inducirte elektrische Strömung kann nach diesem Er- 
gebniss für einen verschwindend kleinen Zeittheil als ein sta- 
tionärer linearer Strom aufgefasst werden. Das Stromquantum 
wird durch den absoluten Werth von I gemessen, und es stimmt 
die Richtung des Stromes mit der des Bogens s überein oder 
nicht, je nachdem / positiv oder negativ ist. Die Grösse I 
werden wir das der betreffenden Zeit entsprechende Strom- 
quantum des inducirten Stromes nennen, und dem entsprechend 
unter der Intensität i des inducirten Stromes das Product 4A/ 
verstehen, so dass auch die Intensität positiv oder negativ wird, 
je nachdem die Stromrichtung mit der Richtung des Bogens 
übereinstimmt oder nicht. Ferner erscheint es zweckmässig, 
die Integrale fidt und fidt^ welche sich über eine endliche 
Zeit erstrecken, einzuführen. Sie mögen bezüglich Stromquan- 
tum und Intensität des Integralstromes für das betreffende Zeit- 
intervall heissen. Das erste Integral stellt das Quantum sämmt- 
licher Elektricität dar, welche während der fraglichen Zeit den 
Leiter in der Richtung des Bogens durchströmt. Wenn ins Be» 
sondere das Zeitintervall sehr kurz ist, so kann der absolute 
Werth des ersten Integrales aufgefasst werden als das Pro- 
duct aus der Zeit und dem Stromquantum eines constanten 
Stromes im Leiter, welcher während jener Zeit dieselbe Total- 
wirkung auf einen zweiten linearen elektrischen Strom oder 
einen Magnet wie der wechselnde Inductionsstrom ausübt. Un- 
ter Richtung des Integralstromes werden wir die Richtung je- 
nes Constanten Stromes verstehen. 

Die Formel für das Stromquantum des inducirten Stromes 
kann leicht auf den allgemeineren Fall ausgedehnt werden, wo 
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die influencirte Leitung aus einer Reihe von verschiedenen 
linearen Qliedem besteht. Hier erlangt das Potential V in je- 
dem einzelnen Qliede dieselbe Form wie in dem betrachteten 
Falle, die Werthe der Constanten g und h aber ändern sich von 
einem Qliede zum anderen. Zur weiteren Bestimmung des Po- 
tentiales dienen die Bedhigungen, dass jenes in zwei auf ein- 
ander folgenden Gliedern an der Berührungsstelle einen und 
denselben Werth aufweisen, und dass das Stromquantum allent- 
halben gleich bleiben muss. Durch diese Bedingungen bestim- 
men sich die Werthe der Constante h vollkommen; man findet 
nämlich, wenn die in Betracht kommenden Grössen für die auf 
einander folgenden Gieder durch dieselben Buchstaben wie firü- 
her und die Marken 1, 2, .... v bezeichnet werden: 

Xx CO] %! = Xj CJjÄa = • • • • = XyCDyhy, 

//, + Ai + • • • + V 
Eds = 0. 



Hieraus ergiebt sich aber für das Stromquantum dieselbe For- 
mel wie oben, wenn { für die Länge der ganzen Leitung und 
w für den Gesammtwiderstand , d. h. die Summe der Wider- 
stände in den einzelnen Gliedern, gesetzt wird. 

Dem Ausdrucke für das Stromquantum des indudrten Stro- 
mes kann eine für die Folge bequemere Form gegeben werden. 
Man reducire nämlich zunächst die relative Bewegung des in- 
ducirenden Stromes und des influencirten Leiters auf eine Bewe- 
gung des letizteren allein. Hierbei sei Vi die Geschwindigkeit 
des Elementes ds in seiner Bahn. Die Axenwinkel desselben 
Elementes seien a, ß, y. Alsdann hat man: 

i?=: Xicosa -(- Yicosß + Zicosy 
= Ai'vi [(Gcosßi — Bcosyi) cosa + (Äcosyi — Ccosa{) cosß 

-f- (Bcogai — - Äcosßi) cosy] 
= — ki'vi [(Ccosß — Bcosy)coscci -{-(Acosy — CcosoC)cosßi 

-f- {B cosa — Acosß) cosyi}. 
Man denke sich nun im Träger des inducirenden Stromes, sowie 
im influencirten Leiter einen Strom von der Intensität Eins. 
Der erste dieser Hülfsströme stimme mit dem inducirenden 
Strome, der zweite mit dem Bogen des influencirten Leiters hin- 
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sichtlioh der Richtung überein, und es seien Xds, Yds, Zds die 
Componenten der Kraft, welche der erste Hülfsstrom auf das 
Element ds des zweiten Hülfsstromes ausübt. Femer mögen 
durch DXj Dy, Dz die dem Zeitdifferentiale entsprechenden 
Incremente der Coordinaten des Elementes ds, d. h. die Grössen 
Vicosttidt, Vicosßidty Vi cos yi dt bezeichnet werden. Es kommt 

dann: 

i 

Idt = — ^^JiXDx'{- YJDy + ZJDz) ds. 



Das hier auftretende Integral ist aber gleich der Arbeit, welche 
die zwischen den beiden Hülfsströmen thätigen Kräfte bei der 
Bewegung des Inducenten und des Leiters leisten, und dieselbe 
Arbeit drückt sich auch durch die entsprechende Aenderung 
des Potentiales beider Ströme in Bezug auf einander aus. 
Setzen wir also, die frühere Bezeichnung beibehaltend: 

cos 6 



\ff- 



dsds' =W, 



da denn W das genannte Potential ist, so haben wir nach dem 
Obigen für das Stromquantum und die Intensität des inducirten 
Stromes : 

w dt ^ w dt 

Jenachdem diese Formeln für / und i positive oder negative 
Werthe liefern, stimmt die Richtung des inducirten Stromes mit 
der angenommenen Richtung des Bogens s überein oder ist sie 
ihr entgegengesetzt. Die Richtung des inducu-ten» Stromes ist 
aber stets eine solche, dass die Wechselwirkung zwischen jenem 
und dem Inducenten eine Verminderung der lebendigen Kraft 
der Stromträger und der mit ihnen etwa in Verbindung stehen- 
den ponderablen Materie bedingt; denn man hat für die dem 
Zeitdifferential entsprechende Arbeit der Kräfte, welche zwi- 
schen dem inducirenden und dem inducirten Strome thätig sind: 



tt'dW= -57- ) »^• 

w \ dt / 



Was den Integralstrom betrifft, so ergiebt sich für sein Strom- 
quantum J und seine Intensität j, wenn Wo und W die Werthe 
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des Potentiales der Hülfsströme in Bezug auf einander für den 
Anfiang und das Ende des betreffenden Zeitintervalles bedeuten : 

j=-A^(W- Wo),j = -^(W- Wo). 

Von unserer bisherigen Bezeichnungsweise abweichend, ha- 
ben wir oben durch / das auf die Zeiteinheit reducirte Quan- 
tum Elektricität, welches durch den Querschnitt des influencir- 
ten Leiters in der Richtung des Bogens s äiesst, und durch i das 
Product 4A J bezeichnet, so dass also I und i sowohl positiv, 
als auch negativ sein können. Die Grössen / und i nannten 
wir, da eine Verwechselung nicht zu befürchten ist, wie früher 
Stromquantum und Intensität. Es erscheint aber zweckmässig, 
in gleicher Weise hinsichtlich des inducirenden Stromes zu ver- 
fahren. Wir lassen daher auch die Wahl der Richtung des Bo- 
gens s' unbeschränkt und verstehen unter i' die positiv oder 
negativ genommene Intensität des inducirenden Stromes, jenach- 
dem die Richtung des letzteren mit der gewählten Richtung des 
Bogens s' übereinstimmt oder nicht. Dies unterstellt, bleiben 
die oben aufgestellten Formeln ungeändert Femer hängt dann 
der Ausdruck W nur von den beiden Leitern und der Art, wie 
die Bogen gerechnet werden, ab, weshalb wir ihn das Potential 
der beiden Leiter in Bezug auf einander nennen werden. Dies 
Potential ist insofern zweideutig, als sich sein Vorzeichen um- 
kehrt, wenn einer der Bogen in entgegengesetzter Richtung ge- 
rechnet wird. Man bemerke endlich auch noch, dass sich das 
Potential zweier Ströme in Bezug auf einander durch n' W dar- 
steUt, wenn W das Potential der Stromträger in Bezug auf ein- 
ander darstellt und i, i' die Intensitäten der Ströme sind, jenes 
Wort jetzt in der oben auseinandergesetzten Bedeutung genom- 
men. Jener Ausdruck fällt übrigens auch der Form nach mit 
dem früher (I. 2. b.) für dieselbe Grösse aufgestellten Ausdrucke 
zusammen; es bedeuteten aber früher i und i' die absoluten 
Intensitäten der Ströme und die Bogen wurden in der Richtung 
der Ströme gerechnet. 

Nachdem wir die Gesetze der Induction durch einen ein- 
zelnen linearen Strom kennen gelernt haben, wenden wir uns 
zu dem allgemeineren Falle, wo die Induction von einem Strom- 
systeme ausgeht. Bei der Induction durch ein Stromsystem setzt 
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sich die elektromotorische Kraft offenbar aus den elektromoto- 
rischen Kräften der einzelnen Ströme des Systemes zusammen. 
Daher tritt in den Formeln für den Inductionsstrom bei einem 
einzelnen inducirenden Strome einfach an die Stelle des Aus- 
druckes i' W die Summe der analogen Ausdrücke für die einzel- 
nen Ströme des Systemes. Diese Summe, das Potential der in- 
ducirenden Ströme in Bezug auf einen Hülfsstrom im influen- 
cirten Leiter von der Intensität Eins, oder kürzer das Potential 
der Inducenten in Bezug auf den Leiter, möge durch W bezeich» 
net werden. Man hat alsdann für den inducirten Strom: 

j,__2A dW ^. __8A2 dW 
w dt ' w dt ^ 

und für den Integralstrom: 

j= _ 2^ (W - Wo), j z= - ?Ü (W ~ W,). 
w w 

Diese Formeln enthalten die Gesetze der Induction durch eine 
beliebige stationäre elektrische Strömung mit geschlossenen 
Stromcurven. Sie schliessen femer die Gesetze der Induction 
durch Aenderung der relativen Lage eines linearen Leiters gegen 
einen permanenten Magneten, deren Eingangs dieses Capitels 
gedacht wurde, in sich ein. In der That, nach Ampfer e's Hy- 
pothese vom Wesen des Magnetismus, welche sich auch auf dem 
Gebiete der Induction bewährt, ist die Wirkung eines Magne- 
ten auf die seiner Molecularströme zurückzuführen. Daher über- 
tragen sich die obigen Formeln für die elektro-elektrische In- 
dqction ohne Weiteres auch auf die magneto-elektrische, und zwar 
ist bei letzterer für das in den Formeln auftretende Potential 
das Potential aller Molecularströme des Magneten in Bezng 
auf einen Hülfsstrom im Leiter von der Intensität Eins, oder, ' 
was dasselbe ist, das elektro-magnetische Potential des HüKsstro- 
mes in Bezug auf den Magneten zu setzen. 

Die im Obigen entwickelten Gesetze der Induction durch 
relative Bewegung gestatten mancherlei naheliegende Verallge- 
meinerungen. Sie gelten z. B. auch dann noch, wenn sich die 
Form der linearen Strom träger während der relativen Bewe- 
gung ändert, ohne dass jedoch die Länge des Bogens zwischen 
irgend zwei Punkten eines Strom trägers eine Aenderung erlei- 
det. Weitere Verallgemeinerungen ergeben sich in Hinsicht der 
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Influencirten Leitung. Bisher wurde unterstellt, dass letztere 
linear und unverzweigt sei, und nur in diesem Falle kann im 
Allgemeinen von der Einführung des Potentiales und der An- 
Wendung der vorhin erwähnten acht Formeln die Rede sein. 
Die allgemeinen Betrachtungen über die Entstehung des linea- 
ren Inductionsstromes lassen sich aber auch auf gewisse allge- 
meinere Formen der Leitung ausdehnen, wie jetzt gezeigt wer- 
den soll. Die Leitung bestehe aus linearen und nicht linearen 
Theilen. Jene können stets in einzelne unverzweigte Stücke 
zerlegt werden, welche kürzehalber Elemente genannt werden 
mögen. Die Endpunkte jedes einzelnen Elementes seien aber 
durch den Complex aller übrigen Theile der Leitung mit ein- 
ander verbunden. Femer komme nur die Wirkung des Indu- 
centen auf die linearen Tbeile in Betracht, und der Einfachheit 
Wegen werde zunächst angenommen, dass die influencirte Lei- 
tung während der Induction ungeändert bleibe. Unter diesen 
Umständen kann der Inductionsstrom als die Resultante der 
Strömungen aufgefasst werden, welche durch die Einwirkung 
des Tnducenten auf jedes einzelne lineare Element für sich her- 
vorgerufen werden. Was aber diese componirenden Strömun- 
gen betrifflj, so leuchtet zuvörderst ein, dass für jede von ihnen 
äas Potential V in dem betreffenden Elemente dieselbe Form 
me bei einem in sich geschlossenen, unverzweigten , linearen 
Leiter erlangt. Die componirende Strömung ist daher für ein 
verschwindend kleines Zeittheilchen dieselbe, wie wenn ein con- 
stanter Strom von gewisser Intensität das Element durchfliesst, 
Jurch den einen Endpunkt in den Complex aller übrigen Theile 
ier Leitung eindringt, und, nachdem er diesen durchflössen, 
«riedermn durch den zweiten Endpunkt in das Element eindringt. 
Das Quantum der Strömung bestimmt sich wie folgt. Der Bo- 
gen des Elementes werde von dem einen Endpunkte an gerech- 
net, und für eine bestimmte Zeit sei V der Werth des Poten- 
äales V in jenem Punkte, F" der Werth in dem zweiten End- 
>Tmkte. Die Länge des Elementes sei l. Man hat alsdann, wenn 
itrigens die frühere Bezeichnung beibehalten wird: 






Eds, 

ö 



u 
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Femer hat man, wenn w den Widerstand des Elementes, » den 
Widerstand der übripfen Theile der Leitung für einen in jenem 
fliessenden Strom bedeutet: 

Ä/ = _ 7w, 7" — r = Ito. 

Daher ist: 

i 

I(w-{-w) — jEds, 



oder, wenn der Gesammtwiderstand, welchen der Induction»- 

ström findet, durch w bezeichnet wird: 

i 

7 = - fEds. 
w J 



Dem Obigen zufolge stimmt die einzelne componirende Strömung 
in jeder Hinsicht mit der Strömung überein, welche entstände, 
wenn das betreffende Element durch eine congruente lineare 
galvanische Kette von gleichem Widerstände und mit der elek- 

tromotorischen Kraft / Eds ersetzt würde. Dies gilt auch noch 



in dem Falle, wo die Gestalt des Elementes und die Lage ari- 
ner Endpunkte sich ändert, wofern nur hierbei die Länge dee 
Bogens zwischen irgend zwei Punkten des Elementes, sowie der 
Widerstand in dem Complex der Theile zwischen den Endpunk- 
ten des Elementes, ungeändert bleibt. 

Es erübrigt nunmehr, die im Vorhergehenden entwickelte 
Theorie der Induction durch relative Bewegung mit der Er- 
fahrung zu vergleichen. Zuvor aber müssen wir noch bemerken, 
dass Neumann (allgemeine Gesetze der inducirten elektrischeB 
Ströme. Abhandl. d. Akad. d. Wissensch. zu Berlin. 1845.) aaf 
eine gewisse Umkehrung des Gesetzes für die Wechselwirkung 
zwischen zwei Stromelementen, sowie P lücker (über die Be- 
ciprocität der elektro-magnetischen und magneto - elektrischen 
Erscheinungen. Pogg. Ann. LXXXVII.) auf eine gewisse Um* 
kehrung des Gesetzes für die Wirkung eines Stromelementeli 
auf einen Magnetpol eine Theorie der Inductionserscheinungen 
gegründet haben. Beide Theorien liefern für die Induction in ge-j 
schlossenen Leitern durch in sich geschlossene Ströme resp. M»g-j 



elektrischer Ströme. 385 

^te dieselben Resultate, wie die aus Weber's Fundamental- 
rmel fliessende Theorie. Daher begnügen wir uns hier damit, 
nsichtlich der Eigenthümlichkeiten und des gegenseitigen Yer- 
kltnisses der genannten Theorien den Leser auf die Original- 
)handlungen zu verweisen. 



. Verglelcliung der Theorie der Induotion in linearen 
eitern duroh relative Bewegung gegen einen Strom 
oder Magneten mit den Ergebnissen der BeobaoMtmg. 



. Induction in einem linearen Leiter durch einen con- 
ruenten Strom für den Fall, dass beide in der einen 
renzlage einander sehr nahe, in der anderen Qrenz-. 
läge unendlich weit von einander entfernt sind. 

Nähert man zwei einander congruente Leiter so, dass schliess* 
!^h je zwei correspondirende Punkte zusammenfallen, so wächst 
deizt der absolute Werth des Potentiales beider Leiter in Be- 
ig auf einander über alle Grenzen hinaus. Es wird nämlich 

/cosO 
ds 

n Allgemeinen ofienbar unendlich gross, wenn die kürzeste Eni* 
snoiimg des Elementes vom zweiten Leiter unendlich klein wird. 
AB der gemachten Bemerkung und den Formeln für den Inte- 
ndstrom ergiebt sich nun für den Fall, dass in dem einen Leiter 
in constanter elektrischer Strom auftritt, Folgendes. Es seien 
Kstlich die Leiter unendlich weit oder doch so weit von einan- 
der entfernt, dass ihr Potential als verschwindend angesehen 
''erden kann. Werden sie alsdann einander genähert, und kom- 
len schliesslich je zwei correspondirende Punkte sehr nahe bei 
aiander zu liegen, so ist die Richtung des Integralstromes, wel- 
Mr in dem einen Leiter durch, den Strom des andern Leiters 
Mbcirt wird, der Richtung des inducirenden Stromes entgegen- 
Metzty hierbei unterstellt, dass die beiden Richtungen in Bezug 
Elf die Endlage beider Leiter mit einander verglichen werden, 
^enn zweitens die Leiter anfänglich allenthalben einander sehr 

Beer, £lektro8t»tik, MagnetUmoi und Elektrodynamik. 25 
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nahe sind und hierauf sehr weit von einander entfernt werden, 
so ist die Richtung des Integralstromes, nunmehr in Bezug ad 
die Anfangslage der Leiter, der Richtung des inducirenden Stro- 
mes gleich. Obige Folgerungen stehen mit der Beobachtung voll- 
kommen in Einklang. Um aber die Richtung des Integralstro- 
mes in einem Leiter praktisch zu bestimmen, triffb man folgende 
Anordnung. Der Leiter ist an einer Stelle unterbrochen, and 
seine Enden sind durch zwei gegen einander isolirie und um ein- 
ander gewundene Drähte mit den festen Enden des Drahtes 
eines Multiplicators verbunden. Die Verbindungsdrähte d&fio 
die Bewegung des Leiters nicht hindern, und der Multiplicator 
muss so aufgestellt sein, dass er keine merkliche unmittelbare 
Einwirkung seitens des inducirenden Stromes und der im Leiter 
auftretenden Strömung erleidet. Zunächst leuchtet nun ein, da» 
das Quantum des Stromes, welcher bei dieser Anordnung dareb 
relative Bewegung in dem Leiter, den Verbindungsdrähten und 
dem Multiplicator inducirt wird, und das Quantum des StroflMil 
welcher bei gleicher Bewegung in dem nicht unterbroci 
Leiter allein inducirt würde, sich zu einander umgekehrt verl 
ten wie die Widerstände in den betreffenden Leitungen, üb 
ben daher auch die Integralströme in beiden Fällen gleiche 
tung. Die Richtung des Integralstromes im ersten Falle 
sich aber, wofern seine Dauer hinreichend kurz ist, leicht 
der Einwirkung auf die Multiplicatomadel erkennen. Diese 
aus ihrer Gleichgewichtslage herausgetrieben, und die 
Richtung stimmt mit der eines constanten Stromes übereis, 
eher die Nadel nach derselben Seite hin ablenkt. 



iHS] 



b. Induction in einem kreisförmigen Leiter durckj 

einen kreisförmigen Strom. 

Die relative Lage zweier Kreislinien lässt sich unter AnAÄIo'fc 
bestimmen durch die Längen, die kürzeste Distanz und den^üic;'! 
kel der beiden Perpendikel, welche aus den Mittelpunktes mi -t 
Kreise auf die Durchschnittslinie ihrer Ebenen herabgehiftj^ 
werden können. Es seien nun für zwei kreisförmige 
Leiter l und V die Längen, e die kürzeste Entfernung und ^Wkc. 
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siliere Winkel der genannten Perpendikel. Femer seien be- 
glich if und i>' die Winkel, welche die Radien zweier Bogen- 
(naente mit den Perpendikeln bilden. Die Winkel ^, i>' und 
> Bogen s, sf sollen so gerechnet werden, dass ihr Sinn oder 
e Richtung eine und dieselbe wird, wenn die Ebene des einen 
eises um die Durchschnittslinie der Ebenen beider Kreise auf 
n kürzesten Wege, also um den Winkel c, in die Ebene des 
iem lüreises gedreht wird. Endlich seien R und Bf die Ra- 
n der Leiter. Man erhält alsdann das Potential der Leiter 
Bezug auf einander, wenn man in dem allgemeinen Ausdrucke 
' dasselbe setzt: 

ds = Rdtl^, dsf = B!d^\ 

cos = cos^ cos t' -\- cos e sin ^ sinf' , 

= Yiie+Bsint—R'sinf'y + (l—Bcos^y + {V—R'cos^'f 

— 2(l'-Rcostl;) {V—B'cost')coss}. 

ie hiernach auszuführenden Integrationen nach ^ und ip* ha- 
ai zur unteren Grenze 0, zur oberen Grenze 2n, 

Wenn die Axen beider Leiter (die in den Mittelpunkten 
Irichteten Perpendikel) zusammenfallen, so ergiebt sich für das 
Mential, unter D die Entfernung der Leiter verstAnden: 

2n 271 

cos (tif — llf') 



^^^ Cd^ Td*' 



VD'^-\-R^-\-R'^ — 2RR!cos{:i>—ii>') 



* Ausrechnung liefert: 



^_2nVRR 



c 
^ tu setzen ist : 

^RR 



.((2-c.)JF(„i)-2£(o,f)}, 



c^ = 



D^ + iR-^-R'y 

• Potential W ist positiv und sein Werth nimmt ab, wenn 
\ £!ntfemung D wächst. Man bemerke femer, dass nach den 
catchten Unterstellungen und für die angenommene specielle 
r© der Leiter die Bogen in gleicher Richtung gerechnet sind. 
Birgiebt sich hieraus unter Anderem Folgendes. Wenn einer 
^Leiter Träger eines elektrischen Stromes ist^ und wenn man 

25* 
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einen der Leiter oder beide Leiter längs ihrer gemeinschaftliche 
Axe verschiebt, ohne um eine auf letzterer senkrechte Axe i 
drehen» so ist die Richtung des Stromes, welcher in dem zwi 
ten Leiter iuducirt wird, der Richtung des inducirenden Str 
mes gleich oder entgegengesetzt, jenachdem sich die Leiter vc 
einander entfernen oder einander nähern. Werden femer d 
Leiter aus ihrer Anfangslage herausgebracht und auf irgeo 
einem Wege wiederum in eine solche Lage geführt, dass ih: 
Axen zusammenfallen und ihre Flächen einander dieselben od 
die entgegengesetzten Seiten wie anfanglich zukehren, so : 
die Richtung des Integralstromes, in Bezug auf eine der Gh«i^ 
lagen der Leiter, der Richtung des inducirenden Stromes gl^ 
oder entgegengesetzt, jenachdem die Entfernung beider Le^ 
zu- oder abgenommen hat. Wenn endlich die Leiter aus iTr 
Anfangslage in eine unendliche oder so grosse Entfernung %: 
einander genickt werden, dass ihr Potential als verschwint 
angesehen werden darf, so ist der Integralstrom, in Beznf 
die Anfangslage der Leiter, wie auch im Uebrigen die I' 
gung der Leiter beschaffen sein mag, mit dem inducir 
Strome gleichgerichtet. Die entgegengesetzte Richtung e 
der Integralstrom, nunmehr in Bezug auf die Endlage der ' 
wenn umgekehrt die Leiter, ursprünglich unendlich 
einander entfernt, einander genähert werden, so dass 
schlieslich ihre Axen zusanmienfallen. 

Die gefundenen Regeln über die Richtung des in*-— i^^ 
Stromes gelten auch für den Fall, wo an die Stelle deji-^ 
leiter Spiralen mit kreisförmigen Windungen oder Draliiuj^ 
mit kreisförmigen Windungen und von den gewöhnUcIieo ^ 
men treten. Aus dem Verhalten des Potentiales zweier Kr» 
leiter in Bezug auf einander findet man nämlich zunächst, dgil 
auch das Potential einer Spirale in Bezug auf einen Kreis nt 
derselben Axe an absolutem Werthe zunimmt, wenn dieEnfc« 
nung der Mittelpunkte abnimmt. Ein Gleiches ergiebt sich Us*| 
nach für das Potential zweier Spiralen, deren Axen zusamme 
fallen, folglich auch für das Potential zweier Drahtrollen, deiaj 
Axen zusammenfallen, wofern nur in der einzelnen Bolle, ii0| 
es bei den gewöhnlichen Formen der Fall ist, die AnziJd derj 
Windungen in einem Querschnitt constant ist oder naoh 
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^Ue hin regelmässig zunimmt, so dass die Rolle als ein System 
^^ Spiralen mit derselben Axe und derselben Mittelebene auf- 
P^t werden kann. Durch Versuche mit solchen Drahtrollen, 
^Ä man sich zur Verstärkung der inducirenden Wirkung mit 
J^rtheil bedient, werden die oben gewonnenen Ergebnisse voll- 
*?namen bestätigt. 

Aus dem Vorhergehenden ergeben sich leicht die Gesetze 
^5^ die analogen Fälle der Induction durch einen cylindrischen 
i^^etstab von der gewöhnlichen Beschaffenheit. Ueber die 
^heilung des Magnetismus in einem solchen Stabe dürfen wir 
^Annahme machen, dass sie mit derjenigen übereinstimme, 
^who ein gleichgeformter Stab aus weichem Eisen unter der 
^^^x^kung einer constanten, mit der Axe parallelen Schei- 
^S^feraft aufweist (S. Magnetismus. IX.). Zerlegen wir also 
^ ÄHagnetstab durch Ebenen, welche auf der Axe senkrecht 
^^^^ und von welchen je zwei benachbarte um ein gleiches 
^-■^^üch-Kleines von einander entfernt sind, in Scheiben, so sind 
•« «mähemd homogen und transversal magnetisirt, und ihr 
^^^^tisches Moment nimmt nach der Mitte des Magneten hin 
2u. Der Magnetstab lässt sich daher durch ein System 
Teisströmen ersetzen, welche in den Bändern der Scheiben 
und gleich gerichtet sind, deren absolute Intensität aber 
^^ ^er Mitte des Systemes hin beiderseits in gleicher Weise 
^''^S wächst. Es folgt aber endlich hieraus, dass der Magnet- 
^ \)ei den hier in Betracht gezogenen Fällen der Induction 
^ ganz analog wie der Strom in einer Drahtrolle von der 
^^^ näher bezeichneten Art verhalten müsse, so zwar, dass der 
"^^dseite des Magneten diejenige Seite der Rolle entspricht, 
^^ Welcher die Strömung rückläufig erscheint. In der That ist 
^•*B der Fall, wie die Beobachtung lehrt. 



c. Unipolare Induction. 

Die sogenannte unipolare Induction bietet uns ein Beispiel 
'^ Induction in einer veränderlichen, aus linearen und nicht 
^earen Stücken zusammengesetzten Leitung dar. Sie lässt sich 
^ter Anderem wie folgt beobachten. Auf einen cylindrischen 
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llagiietetab, wekber um aeine Axe in Botaticm Tersetzt wei dei 
kann, seien zwei kreisförmige Seheiben «ns Metall mit oentrar 
len Hülsen geschoben, so da.<» sie auf dar Axe des Magnete 
s^ikrechi und mit letzterem in fester l&iend&r Verbindung ste- 
hen. Die beiden Scheiben seien femer durch einen dünnen Me- 
talldraht, dessen Enden an die Bänder der Scheiben mittelst 
zweier festen Federn angedrückt werden, in leitende YerbinduDg 
gesetzt. Wenn man nun den Magneten in Rotation versetzt, so 
gleiten die Scheiben mit ihren Bändern über die festen Enden 
des MetaUdrahtes, die von dem Drahte und dem Magneten nekd 
den Scheiben gebildete Leitung bleibt fortwährend geschlossen, 
und in dieser Leitung tritt alsdann eine elektrische Strömung 
au£ 

Bei dem beschriebenen Versuche besteht die Leitung des 
Inductionsstromes aus einem linearen und einem nicht linearen 
Tbeile, und kommt nur die Wirkung des inducirenden Magnete 
auf den linearen Theil, den Draht, in Betracht, indem die rdft- 
tive Lage der Punkte des Magneten gegen einander und g^en 
die mit ihm fest verbundenen MetaUscheiben durch die Rota- 
tion keinerlei Aenderung erleidet. Man bemerke femer, dass 
das System der Strömungscurven im Inneren des Magneten und 
der Scheiben während der Rotation sich nicht ändert und des- 
halb auch der Widerstand, welchen der Inductionsstrom findet, 
fortwährend derselbe l&leibt. Für das Quantum jenes Stromes 
hat man daher: 



=-/■ 



JEds. 



Zum Behuf e weiterer Umformungen fiihren wir ein recht- 
winkliges Coordinaten-System ein, dessen Anfangspunkt in den 
Mittelpunkt und dessen ^-Axe in die Axe des Magneten fällt. 
In Bezug auf dieses System seien Xds, Yds, Zds die Compo- 
nenten der Kraft, womit der Inducent auf ein Element ds des 
linearen Leiters einwirkt, solches von einem Strome mit der 
Intensität Eins und in der Richtung des Bogens durchflössen 
gedacht. Ferner seien Dx, By, Dz die dem Zeitdiflferentiale 
dt entsprechenden Incremente, welche die Coordinaten des Ele- 
mentes ds erlangen würden, wenn letzteres um die i^xe des 



f 
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leten mit einer Winkelgeschwindigkeit, welche der des Mag- 
L entgegengesetzt gleich ist, in Rotation versetzt würde. 
Lnn ist: 

Idt = - '^f{XDx^YDy'\'ZDg) ds. 



Ä^uswerthung des letzten Integrales muss vor Allem die 
Inung des Magnetismus in dem Magneten gegeben sein, 
i aber der Magnet einen verhältnissmässig kleinen Durch- 
r hat und in gewöhnlicher Weise magnetisirt ist, so kann 

vorliegenden Falle in erster Annäherung durch zwei ent- 
gesetzt gleiche Pole ersetzt werden, die auf der Axe sym- 
3ch in Bezug auf den Mittelpunkt, nämlich in den Schwer- 
;en der nördlichen und der südlichen Massen der idealen 
lächenladung, liegen. Indem wir uns auf diesen Fall be- 
iken, wollen wir zunächst denjenigen Theil dels fraglichen 
•ales, welcher sich auf den Nordpol bezieht, ermitteln. Der 
>ol enthalte das magnetische Quantum 9, und es seien 

Y'c?s, Z'ds die Componenten der Kraft, welche er auf 
Clement ds mit dem Strome Eins ausübt. Diese Compo- 
n drücken sich wie folgt aus: 



V2 



<i). <i) 



dy T — dz\ 



dz ^ dy 



k-) <-) 

y2 I dx dz 



i ferner oc der Bogen des Winkels, welchen eine bestimmte, 
3ns beliebig gewählte Axialebene des Magneten mit der 
bene zur Zeit t bildet. Alsdann hat man: 

Bx == yd«, Dy = — xda, Dz = 0. 
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Ans den sechs letzten Relationen ergiebt sich nun, wenn c die - 
ier-Coordinate des Nordpoles ist: - 

Der Quotient (z — c):r ist dem Cosinus des Winkels gleich, wd- ^^ 
chen eine vom Nordpole nach dem Elemente gezogene Gerade ^ 
mit der ^er-Axe bildet. Bezeichnen wir die Werthe dieses Win- 
kels für die Endpunkte des linearen Leiters mit den Bogen ~ 
und l bezüglich durch 91' und 93', so ist also: 



C^Bx + Y'By + TIBz) ds=|^ (cos 9/ - cos 91') . 



/ 



Aus dem letzten Ausdrucke erhält man den analogen Ausdruck 
für den Südpol, wenn man das Vorzeichen von g umkehrt und 
an die Stelle von y/ und 92' die entsprechenden Winkel ff\ 
und 92" für den Südpol einsetzt. Die Summe jener beiden Ana- 
drücke ist aber gleich dem Integrale in der Formel für den In- \ 
ductionsstrom; daher ergiebt sich endlich für das Quantum jenes 
Stromes, wenn noch für da: dt, d. i. die Winkelgeschwindigkeit 
des Magneten, der Buchstabe u gesetzt wird: 

/ = ^— (cos (pi — cos (p2 -f- cos q>2 — cos (pi) . 

Die Folgerungen, welche sich aus dieser Formel ziehen las- 
sen, stehen, soweit eine Vergleichung gestattet ist, mit der 
Beobachtung vollkommen in Einklang. 



d. Dämpfung einer Multiplicatornadel. Bestimmung 
der Constante in der Weber'schen Fundamental- 

formeL 

Eine oscillirende Magnetnadel erregt in nahe gelegenen Lei- 
tem Inductionsströme, deren Rückwirkung auf die Nadel sich 
durch eine Verzögerung ihrer Bewegung verräth. Wenn man 
z. B. die Nadel eines Multiplicators, während die Drahtleitung 
in sich geschlossen ist, in Schwiagungen versetzt, so werden die 
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Amplituden kleiner ausfallen und rascher abnehmen, als wenn 
man der Nadel nach Entfernung der sie umgebenden Metall- 
massen unter übrigens gleichen Umständen dieselbe Bewegung 
mittheilt. Die Verzögerung oder Dämpfung der Multiplicator- 
nadel erleichtert und schärft in manchen Versuchen die Beob- 
achtung, und daher ruft man sie oft absichtlich dadurch hervor, 
dass man die Nadel mit nicht magnetischen, gut leitenden Me- 
tallstücken, ins Besondere mit einem Kupfergehäuse, umgiebt. Es 
soll nun hier der Einfluss näher untersucht werden, welchen die 
Dämpfung auf die Bewegung einer Multiplicatornadel in dem 
Falle ausübt, wo letztere nur der Wirkung des Erdmagnetis- 
mus und der Torsion des Aufhängungsfadens ausgesetzt ist, und 
wo die Amplituden als sehr klein betrachtet werden dürfen. 

Zuvörderst leuchtet ein, dass sich bei einem regelmässig 
gebauten Multiplicator die Wirkung der dämpfenden Inductions- 
strömung auf die Nadel in jedem Momente durch ein horizon- 
tales Oegenpaar darstellen lasse. Das Moment dieses Gegen- 
paares ist bei einem und demselben Multiplicator annähernd mit 
der augenblicklichen Winkelgeschwindigkeit der Nadel propor- 
tional. Die Inductionsströmung kann nämlich als Resultante 
der Strömungen betrachtet werden, welche von den einzelnen 
magnetischen Elementen der Nadel erzeugt werden. Die Strö- 
mungscurven einer solchen componirenden Strömimg bleiben aber 
wegen der Annahme über die Grösse der Amplituden nahezu 
constant, und desshalb wird wie bei der Induction in einem Sy- 
steme von linearen Leitern die Stärke der Strömung in jedem 
Punkte der Leitung fortwährend mit der Geschwindigkeit des 
betreffenden magnetischen Elementes und daher auch mit der 
Winkelgeschwindigkeit der Nadel annähernd proportional sein. 
Aus diesem Grunde und weil die Nadel, stets in der Nähe ihrer 
Gleichgewichtslage bleibt, kann auch die Wirkung der ganzen 
Inductionsströmung auf die Nadel als annähernd proportional 
mit der Winkelgeschwindigkeit der letztem angenommen wer- 
den. Es lässt sich nunmehr die Bewegung der Nadel wie folgt 
finden. 

Der Bogen des Ausschlags der Nadel zur Zeit t werde 
durch ti) bezeichnet. Ferner sei H die horizontale Componente 
des Erdmagnetismus, m das magnetische Moment der Nadel und 
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t die Torsion des AufhäDgungsfadens. Man erhält alsdann mit 
Bücksicht auf die Annahme über die Grösse der Amplituden fiir 
das horizontale Gtegenpaar, welches den hier in Betracht kom- 
menden Theil der Wirkung des Erdmagnetismus und der Torsion 
auf die Nadel darstellt und in gleichem Sinne mit dem Ausschlage 
gerechnet werde, den Ausdruck — (mH -\- t) ^, wofür kürzehal- 
ber — Gif gesetzt werde. Das Gegenpaar der Dämpfung lässt 
sich nach den oben gemachten Bemerkungen darstellen durch 

— y -jt» unter y eine nur von dem Bau des Multiplicators ab- 
hängige, positive Grösse verstanden. Wenn nun noch durdi i; 
das Trägheitsmoment der Nadel in Bezug auf ihre Drehaxe h^ 
zeichnet wird, so ergiebt sich zur Bestimmung der Bewegung 
der Nadel folgende lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung 
mit Constanten CoefGcienten : 

dP ^'^ dt ~ ^ 
Die Integration dieser Gleichung liefert in der Annahme, im 
die Zeit von einem Durchgange der Nadel durch ihre Gleichge- 
wichtslage an gerechnet werde: 

^ =z= ae ^ stn-^-ty 

wo a eine Integrationsconstante ist, die Grössen ^ und ij aba* 
den beiden folgenden Gleichungen zu entnehmen sind: 

In Uebereinstimmung mit der Beobachtung ergiebt sich aus 
der Formel für den Ausschlag, dass die auf einander folgenden 
Amplituden eine abnehmende geometrische Beihe bilden. Der 

Quotient dieser Reihe ist e v , so dasa aus der Beobachtung 

auf einander folgender Amplituden der Werth der Grösse — ', 

des sogenannten logarithmischen Decrementes, ermittelt werden 
kann. Die Oscillationsdauer zi, d. h. die Zeit zwischen zwei auf 
einander folgenden, gleichgerichteten, grösstein Ausschlägen oder 
zwischen zwei auf einander folgenden gleichgerichteten Durch- 
gängen durch die Gleichgewichtslage bleibt constant. 



elektrischer Ströme. 395 

In dem besondern Falle, wo die Nadel durch den Anstoss 
einer elektrischen Strömung im Multlplicatordrahte von kurzer 
Dauer aus der Gleichgewichtslage herausgetrieben und in Bewe;- 
gung gesetzt wird, lässt sich mit Hülfe der gewonnenen Resul- 
tate dieBelation zwischen den Amplituden und den strömenden 
elektrischen Massen wie folgt finden. Es werde der Multiplica- 
tor in der einen Richtung von dem elektrischen Quantum Q 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, in entgegengesetzten Rich- 
tungen von den Quanta -\- \ Q, — \ Q durchflössen. Durch den 
Impuls der Strömung erlange die Nadel die Winkelgeschwin- 
digkeit C. Alsdann hat man (vergl. IL 2.), unter N eine von 
dar Einrichtung des Multiplicators abhängige, übrigens aber con- 
stante Grösse verstanden: 

^= k 

Andererseits ergiebt sich aus dem Nächstvorbergehenden für die 
«ste und grösste Amplitude W, wenn das logarithmische Decre- 
ment durch cd bezeichnet wird: 



=cv; 



g'=c\/-|-r» '"'"'"'" 



Die beiden letzten Gleichungen liefern nun: 

H ' 
wo, unter ö den Quotienten r : wff verstanden, zu setzen ist: 

Es ist hier der Ort, einer Untersuchung von Weber und 
Kohlrausch (Elektrodynamische Maassbestimmungen, ins Be? 
sondere Zurückfdhrung der Stromintensitäts-Messungen auf me- 
chanisches Maass. Abb. d. K. Sachs. Ges. der Wissenschaften. V.) 
-ZU gedenken, als deren Ziel von theoretischem Standpunkte die 
^Bestimmung der Constante in der Weber'schen Fundamental- 
formel bezeichnet werden kann. Das Verfahren der genannten 
Forscher bestand im Wesentlichen darin, dass eine vorläufig ge- 
■aiessene Menge Elektricität durch den Draht eines Multiplica- 
tiüTB nach der Erde hin abgeleitet und die erste und grösste 
•Amplitude der durch den Impuls der strömenden Elektricität iq 
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Bewegung gesetzten Nadel ermittelt wurde. Aus den beiden 
so gewonnenen Grössen, der horizontalen Componente des Erd- 
magnetismus und den Daten des Mültiplicators konnte sodann 
mittelst der oben gefundenen Formel für die erste Amplitude auf 
die fragliehe Constante geschlossen werden. Um aber, wie e^ 
forderlich, die Menge der abgeleiteten Elektricität nach absolu- 
tem Maasse zu bestimmen, schlugen Weber uqd Kohlrausch 
folgenden Weg ein. Sie luden eine Leydener Flasche von schick- 
licher Grösse und bestimmten nach der Methode, welche im 
letzten Capitel der Elektrostatik auseinandergesetzt wurde, die 
Quantität ihrer Ladung. Hierauf entluden sie die Flasche da- 
durch, dass sie das eine Ende des Multiplicatordrahtes mit der 
inneren Belegung in Berührung brachten, während die äussere 
Belegung und das andere Ende des Drahtes mit der Erde in 
Verbindung standen. So strömte dann die gemessene Ladung der 
inneren Belegung durch den Multiplicator nach der Erde hin. 
Die Amplituden der Nadel wurden mittelst Spiegel, Femrohr und 
Skale beobachtet. 

Der Multiplicator, dessen sich Weber und Kohl rausch 
bedienten, hatte dieselbe Form, wie wir sie beispielsweise den 
Betrachtungen in 11. 2. zu Grunde gelegt haben. Die Badien 
seiner Drahtrolle, welche 5635 Windungen enthielt, betrugen 
11,284 und 15,364 Centimeter, die Dicke der Rolle oder die 
Entfernung ihrer Endflächen von einander maass 7,204 CentiiD^ 
ter. Ferner wurde der Abstand der Pole der Nadel von einan- 
der annähernd zu 4 Centimeter bestimmt. Aus diesen Dat^i^ 
ergiebt sich: 

JV= 1853,5. 
Für die übrigen hier in Betracht kommenden Constanten des 
Mültiplicators lieferte die Beobachtung folgende Wertbe; 

z/ = 18,488, ö = 0,00145, cd = 0,070, 
und hieraus berechnet sich: 

P = 0,16397. 

Es war femer für den Ort der Beobachtung : 

ff =0,17983, 

Die weiteren Ergebnisse, zu welchen Weber und Kohl- 
rausch gelangten, sind in der folgenden Tabelle zusammeog»' 
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«11t. Die beiden ersten Columnen enthalten die durch den 
ultiplicator geschickten Elektricitätsmengen Q und die ent- 
«rechenden Amplituden V der NadeL In der dritten Columne 
idet man die reciproken Werthe der Constante k, wie sie sich 
LS je zwei zu einander gehörenden Werthen von Q und V und 
m oben erwähnten Werthen von jET, N und P berechnen. 



Q 


«/' 


1:X 


36060 


0,0057087 


427 . 10» 


41940 


0,0062136 


456.10« 


49700 


0,0074952 


448 . 10» 


44350 


0,0070757 


424 . 10« 


49660 


0,0075962 


442 . 10« 



Die Grösse 1:A stellt nach der Weber'schen Grundformel 
6 relative Geschwindigkeit dar, mit welcher sich zwei elektri- 
he Massen gegen einander hinbewegen oder von einander ent- 
men müssen, damit die gegenseitige Wirkung der Massen ver- 
bwinde. Aus den oben mitgetheilten Versuchen folgt, dass 
ese Geschwindigkeit für die Secunde als Zeiteinheit 439 Mil- 
men Meter beträgt. 



Bestimmung des absoluten Fortpflanzungscoefficien- 

ten für Elektricität. 

In dem Ausdrucke für die Intensität des Integralstromes, 
elcher in einem linearen Leiter durch relative Bewegung in- 
icirt wird, tritt neben der Constante A und dem Potential des 
iducenten in Bezug auf den Leiter auch noch der absolute Wi- 
^rstand des letzteren auf. Durch Vergleichung ergebe sich nun, 
tss jener Widerstand gleichkommt dem eines Drahtes aus be- 
immtem Stoffe von bestimmter Länge und bestimmtem Quer- 
hnitt. Alsdann hat man, wenn der absolute FortpflanzungS" 
lefQcient jenes Stoffes durch x und der Quotient aus dem 
aerschnitt in die Länge des Drahtes durch u bezeichnet, übri- 
ms aber die fim^here Bezeichnung beibehalten wird: 
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ges des primitiven Stromes. Diese Intensität werde durch i be* 
zeichnet. Ferner sei u der Quotient aus dem Querschnitte iii 
die Länge eines Eupferdrahtes, dessen Widerstand dem des 
Stückes S gleichkommt, und x der Fortpflanzungscoefficient des 
Kupfers. Alsdann kann also gesetzt werden: 

Der letzten Formel zufolge reichte zur Bestimmung der 
Constante xA^ die Ermittelung der drei Grössen j:i, u und W 
hin. Der Potentialausdruck W konnte aus den DimensicmeD 
und der Anzahl der Windungen der Bollen ri, r^ und Bf seki 
dem Yerhältniss der Widerstände der beiden ersten Bollen be- 
rechnet werden. Femer konnte, wie wir sehen werden, bei der 
getroflfenen Anordnung das Yerhältniss j : i gefunden werden, 
ohne dass die einzelnen Intensitäten bestimmt zu werden brauch- 
ten. Die Grösse u liess sich nicht mit hinreichender Genamg- 
keit ermitteln. Daher hatte Eirchhoff eine Einrichtung ge- 
troffen, wodurch die Verbindung S so geändert werden konnte, 
dass eine genaue Bestimmung der damit verbundenen Aende- 
rung von u möglich war. Aus den Werthen des Verhältnisses 
j:i für zwei verschiedene Werthe von u und der Differenz der 
letzteren konnte sodann die Constante xA^ gefunden werden. 
Beziehen sich nämlich die Marken 1 und 2 auf zwei verschie- 
dene Versuche, so ist, wie die letzte Formel für den Integral- 
strom liefert: 



ii 



xA» = i ^«-^ 



\Ji h) 



8 W 

Es erübrigt nunmehr noch das Verfahren auseinanderzu- 
setzen, wodurch Kirch hoff das Yerhältniss yA bestimmte. Der 
galvanische Strom wurde hergestellt. Der Magnetstab des Mul- 
tiplicators begann alsdann um eine neue Gleichgewichtslage herum 
zu schwingen. In einem der Zeitpunkte, wo der Magnet durch 
seine neue Gleichgewichtslage hindurchging und zwar in der 
Richtung des Impulses, welchen der Inductionsstrom zii erthei- 
len vermochte, wurde die bewegliche Bolle rasch gehoben und 
so der Inductionsstroih hervorgerufen. Dies bevdrkte, dass 
der Magnet eine Amplitude ^' erreichte, welche die Amplitude 
9*, zu der er ohne die Wirkung des Inductionsstromes gelangt 



1 
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'äre, an Grösse übertraf. Aus den Amplituden ^ und V\ der 
blenkung a, welche der Magnet durch den primitiven Strom 
litt, der Oscillationsdauer und dem logarithmischen Decremente 
sst sich nun das fragliche Yerhältniss wie folgt finden. Da 
3 Ablenkung a sehr klein war, so gelten in erster Annähe- 
Qg für die Bewegung des Magneten um seine neue Gleich- 
wichtslage dieselben Gesetze wie füi* die Bewegung um die 
jprüngliche Gleichgewichtslage in dem Falle, wo durch den Mul- 
licator kein Strom hindurchgeht, seine Leitung aber geschlos- 
i ist. Bezeichnen wir also durch G und O die Winkelge- 
iwindigkeiten des Magneten in der Gleichgewichtslage, welche 
a Amplituden W und W* entsprechen, sowie durch 6 die 
:nkelgeschwindigkeit , welche der inducirte Strom für sich 
ein dem Magneten mittheilen würde, so ist, wenn übrigens 
1 Grössen o, k und O dieselbe Bedeutung wie früher beige- 
t wird: 



1 fc" — 



6 — fv — n — rm' — m\\/ — ^^"'"'''"'^^ 



in hat nun femer (s. 11. 2. und IV. 3. d.): 

d wenn d^ die Dauer einer ganzen Oscillation des Magneten 
: geöfihetem Multiplicator bedeutet: 

/23r\ 2 _ G_ 

ist folglich: 

iL , 2. pTT CÜ . 

1 a 27t 

t Rücksicht auf dies Ergebniss kann die Formel für xA« wie 
gt geschrieben werden, wenn der Quotient (^ — W):a durch 
)ezeichnet wird und die Marken 1 und 2 sich wiederum auf 
:schiedene Versuche beziehen: 

— are tang — 

''^ =16^ — ^"m* 

Wir lassen nunmehr die Ergebnisse der Versuche Kirch- 
ff's folgen. Es wurde für den Potentialausdruck gefunden: 

eer, Elektrostatik, Magnetismua imd Elektrodynamik. 26 
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TT =6232600. 
Für die in Betracht kommenden Constanten des Multiplicators 

wurde erhalten: 

Jq = 14,19, cö = 0,061. 

Endlich lieferten zwei verschiedene Versuchsreihen: 

ai = 1,003, 02 = 17,100, u^ — Ui = 1911,2. 

Aus diesen Werthen berechnet sich: 

Kk^ = 951.10-'. 

An die vorhergehende Bestimmung reihen wir das Ergeb- 
niss einer der oben erwähnten Untersuchungen Weber's. Der 
angewandte Apparat bestand aus einer vertical stehenden, ring- 
förmigen Drahtrolle, die um ihren verticalen Durchmesser ge- 
dreht werden konnte, und einem Multiplicator , dessen Draht- 
enden mit den Enden der Drahtrolle verbunden waren. Wurde 
die Rolle um ihre Axe herum gedreht, so inducirte der Magne- 
tismus der Erde in ihr einen elektrischen Strom, welcher sich 
durch seine Wirkung auf die Multiplicatomadel verrieth. We- 
ber ermittelte nun den Ausschlag der Multiplicatomadel für den 
Fall, dass die Drahtrolle ursprünglich mit dem magnetischen 
Meridiane parallel stand und sodann plötzlich um 90® gedreht 
wurde. Ausserdem bestimmte er die Torsionsconstante, die Os- 
cillationsdauer und die Constante N des Multiplicators, femer 
die ideale Fläche der Drahtrolle, das Verhältniss der horizonta- 
len Componenten des Erdmagnetismus an der Stelle der Rolle 
und des Multiplicators und endlich das Verhältniss zwischen dem 
Widerstände der Leitung und dem des Jacobi'schen Wider- 
stands-Etalons. Aus diesen Grössen konnte die Constante ocl- 
für Kupfer wie folgt gefunden werden. 

Es sei H die horizontale Componente des Erdmagnetismus 
an der Stelle der Rolle und F die ideale Fläche der letzteren; 
alsdann hat man für das Potential des Erdmagnetismus in Be- 
zug auf die Drahtrolle in der Lage, wo sie auf dem Meridiane 
senkrecht steht: 

W=-y=. 

1/2 
Hiernach ergiebt sich für die Intensität des Integralstromes, wel- 
cher durch die oben näher angegebene Bewegung der Rolle in- 
ducirt wird: 
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u 
Bedeutet nun ferner 'P* den Bogen des Ausschlags, welchen die 
Ifultiplicatornadel in Folge der Wirkung des Inductionsstromes 
Dacht, und //' die horizontale Componente des Erdmagnetismus 
iH der Stelle des Multiplicators, so kommt, da die Dämpfung 
er Nadel vernachlässigt werden konnte: 

(l + ö)z/if'' 
den Buchstaben Ö, ^d und N dieselbe Bedeutung wie bisher 
;izulegen ist. Aus den beiden letzten Gleichungen folgt: 

Weber erhielt nun für den Multiplicator: 

ö = 0,00056, z/ = 20,5636, N= 234,1. 
imer wurde gefunden: 

F= 1049240, ^, = 0,99787, 

d, unter We den Quotienten aus dem Querschnitt in die Länge 
s Jacob i'schen Widers tands-Etalons verstanden: 

u = 36,142 we- 
idlich ergab sich als Mittel aus mehreren Versuchsreihen: 

W = 0,0048869. 

15 diesen Daten berechnet sich: 

xA2 = 910. 10-7. 

Die Werthe der Constante xA^ für Kupfer, wie sie sich aus 
n oben erörterten Bestimmungen ergeben haben, liefern in 
jrbindung mit dem bekannten Werthe der Constante A für den 
•rtpflanzimgscoefficienten des Kupfers bezüglich die Werthe 
3 . 10^5 und 175 . 10^^. Bei der Vergleichung dieser Resultate 
ISS noch berücksichtigt werden, dass die Versuche Kirch- 
► ff's bei einer Temperatur von einigen Graden über Null an- 
stellt wurden, während sich die Bestimmungen Weber's auf 

16 Temperatur von 25° beziehen, sowie ferner, dass sich die 
itungsfähigkeiten der von Kirch hoff und Weber zur Ver- 
iichung der Widerstände gebrauchten Kupferdrähte zu einan- 

26* 
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der wie 929:1000 verhielten, wie sich durch directe Verglei- 
chiing ergab. 



4. üeber die Bewegung von Systemen linearer elektri- 

scher Ströme und Magnete, mit besonderer Rücksieht 

auf chemisolie Action und Wärmeentwickelung. 

Aus den Gesetzen der Induction linearer elektrischer Ströme 
lassen sich für die Bewegung von Systemen, welche aus linea- 
ren Strömen und Magneten zusammengesetzt sind, unter gewis- 
sen Einschränkungen mehrere bemerkenswerthe allgemeine Ge- 
setze herleiten, welche wir aber hier nur für bestimmte ein- 
fachere Formen solcher Systeme entwickeln wollen. Mit jenen 
Einschränkungen sind aber die folgenden gemeint. Es soll zuvör- 
derst unterstellt werden, dass nur geschlossene lineare elektri- 
sche Strömungen in Betracht kommen. Femer werde angenom- 
men, dass diejenigen Bestand theile der Systeme, welche einer 
magnetischen Erregung fähig sind, sich in dieser Beziehung so 
verhalten wie vollkommen weiches Eisen, oder Wismuth für klei- 
nere vertheilende Kräfte. Von den elektrischen Erregungen 
sollen nur die in den Rheophoren stattfindenden , von den 
magnetischen aber nur die in den temporären Magneten statt- 
findenden berücksichtigt werden. Endlich möge in Betrefi' der 
Aenderungen der Systeme unterstellt werden, dass die elektro- 
motorischen und magnetisirenden Kräfte im Verlaufe der Zeit 
nicht so rasch wechseln, dass nicht über die Anordnung der 
freien Elektricität an der Oberfläche der Leiter die früher ge- 
machten Annahmen zulässig seien, sowie auch die Annalime, 
dass der magnetische Zustand der auftretenden temporären Mag- 
nete in jedem Zeitpunkte den vertheilenden Kräften als Gleich- 
gewichtszustand entspreche. 
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a. Bewegung zweier linearer elektrischer Ströme. 

\ 

\ Es seien gegeben zwei in Bewegung begriflfene, starre, 

f lineare, geschlossene Leiter, welche von zwei durch chemische 
Wirkung erzeugten elektrischen Strömen durchflössen werden. 
Die primitiven Intensitäten dieser Ströme, wie sie aufträten, 
wenn eine Wechselwirkung zwischen ihnen nicht stattfände, 
seien zur Zeit t gleich ii uiW! i2 und die entsprechenden Quanta 
positiver Elektricität, welche während der Zeiteinheit durch die 
Querschnitte fliessen würden, wenn die Intensitäten zur Zeit t 
erhalten blieben, seien 7| und I^. Die Widerstände der Leiter 
seien Wi und W29 und das Potential des einen Leiters in Bezug 
auf den andern sei W. Ferner mögen durch ii und ^2 die In- 
tensitäten und durch 

die Stromquanta bezeichnet werden, welche den zur Zeit t wirk- 
lich auftretenden Strömen entsprechen, so dass alsoz/Jj und^/2 
die Stromquanta der inducirten Ströme darstellen. Man hat 
alsdann dem Früheren zufolge: 

2A d(HW) .^ 2A d(iiW) 

Wi dt W2 dt 

Da nun die Intensität durch Multiplication des Stromquantums 
mit 4A gewonnen wird, so ist: 



8A2 dinW) . . 8A2 
^i = h • — j1 — J ^2 = I2 — TT" • 



d(ii W) 



Wi dt ' W2 dt 

Durch successive Substitutionen findet man hieraus folgende Rei- 
henentwickelungen, mittelst deren sich die Intensitäten der Ströme 
aus den primitiven Intensitäten und aus den Aendenmgen der 
relativen Las;e der Rheophore herleiten lassen : 

. _ . _ 8A« d(UW) , 64A* V dt ) 
^ Wi dt ~^ WiW-i dt 



8A2 d(iiW) , 64 A4 
«2 = 12 — :ji h 



W2 dt ' W2W1 dt 

Die Hälfte der lebendigen Kraft, welche während einer be- 
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menge, welche sich in der ganzen Leitung eines Stromes bei 
gleicher chemischer Action entwickelt, d. h. während gleiche Men- 
gen eines bestimmten Bestandtheiles ausgeschieden oder verzehrt 
werden, muss nach dem Obigen gleich bleiben, wenn bloss der 
Widerstand geändert wird. Dies gilt auch dann noch, wenn 
durch eine secundäre Wirkung eine locale Wärmeentwickelung 
stattfindet , wofern nur hierbei die entwickelte (oder auch ab- 
sorbirte) Wärme mit der Intensität des Stromes proportional 
bleibt. Eine derartige locale Wärmeentwickelung scheint einzu- 
treten, so oft die Elektrolyse mit einer Qasentwickelung ver- 
knüpft ist. Wir wollen aber hier nur Ströme im Auge behal- 
ten, in welchen keine Gasentwickelung stattfindet, wie solches 
z. B. bei der DanielTschen Kette der Fall ist. 

Wenn die Grössen X und I sich mit der Zeit ändern, jedoch 
so, dass der Strom stets die Beschafienheit bewahrt, welche für 
die hier zu betrachtenden Ströme unterstellt wurde, so bleibt 
die Gleichheit zwischen der Arbeit der chemischen Kräfte und 
der gewonnenen Wärme — gemessen durch die Hälfte ihrer 
lebendigen Kraft — bestehen, d. h. es ist für eine verschwin- 
dend kleine Zeit dt: 

XIdt = 2wPdt. 

Bei einem galvanischen Strome, in dessen Leitung äussere 
elektromotorische Kräfte neben dem primitiven Strome eine neue 
Strömung induciren, wird die Arbeit, welche die chemischen 
Kräfte während der Zeit dt leisten, dm'ch XJdt darzustellen 
sein, wenn J das der betreffenden Zeit entsprechende Strom- 
quantum und X das doppelte Product aus dem Widerstände und 
dem Stromquantum des primitiven Stromes bedeutet, hierbei 
unterstellt, dass die Richtung des resultirenden Stromes dieselbe 
wie die des primitiven ist. 

Durch das Auftreten der inducirten Strömung wird nämlich 
in diesem Falle, auf welchen wir uns beschränken wollen, die 
Art der Elektrolyse nicht geändert, und die zerlegte Quantität 
eines Elektrolyten bleibt in einem constanten Strome, dessen 
Leitung von einem constanten inducirten Strome durchflössen 
wird, aller Wahrscheinlichkeit nach mit der Summe der Inten- 
sitäten dieser Ströme proportional. Die Gleichheit zwischen der 
Arbeit der chemischen Kräfte und der gewonnenen Wärme fin- 
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det aber hier nicht mehr statt, und es soll jetzt die Beziehung 
zwischen diesen beiden Grössen für den Fall der Bewegung 
zweier linearer Ströme, wo Verhältnisse von der soeben erwähn- 
ten Art auftreten, ermittelt werden. 

Für die Summe dll der Arbeit, welche in beiden Strömen 
während der Zeit dt seitens der chemischen Kräfte geleistet 
wird, setzen wir nach dem Vorhergehenden: 

dH= 2wiIiJidt -\- 2wQl2Jidt, 
Durch Combination dieser Gleichung mit der für d C aufgestell- 
ten Gleichung ergiebt sich: 

dHz= dC — 2tViJi^Iidt — ^w^J^Jlidt 
= dC+iy d(HW) + hdin W). 
Hierfür kann man auch im Hinblick auf den für dL aufgestell- 
ten Ausdruck schreiben: 

dH= dC + dL+ d(i2i<iW). 
Es wurde bisher stillschweigend unterstellt, dass an der 
ponderablen Materie der ßheophore keine andere als elektrische 
Kräfte wirken. Treten aber solche Kräfte, wie z. B. die Schwer- 
kraft, welche wir äussere Kräfte nennen wollen, auf, so ist, un- 
ter dN das dem Zeitdifferential dt entsprechende Differential 
Ihrer Arbeit verstanden: 

dL = iii2dW+dN, 
lind man hat mithin : 

dH= dC + dL^ dN+d(ni,W). 
Aus dieser Gleichung ergiebt sich für solche Aenderungen des 
betrachteten Systemes, wobei der Anfangs- und der End-Zustand 
n elektrischer Beziehung einander gleich sind: 

wo C, L u. s. f. die der verstrichenen Zeit entsprechenden 
Werthe der Grössen bedeuten, deren Differentiale durch dO, 
ü u. s. f. bezeichnet wurden. Hier ist also die von den chemi- 
ichen und den äusseren Kräften geleistete Arbeit gleich der 
Sälfte der gewonnenen lebendigen Kraft, d. h. gleich der Hälfte 
ier lebendigen Kraft der durch die Ströme erzeugten Wärme 
vermehrt um den Zuwachs der halben lebendigen Kraft der pon- 
Jerablen Materie des Systemes. Wenn endlich bei einer Bewe- 
gung der letzterwähnten Art auch noch Widerstände auftreten, 
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wir wollen sagen Reibung stattfindet, so ist, unter R die Ar. 
beit dieser Kraft und unter C die Hälfte der lebendigen Kraß 
der Reibungswärme verstanden: 

dL = iiHdW-^ dN + dB, 
und folglich: 

H+N= C+ C' + L. 
Für verschiedene Bewegungen der betrachteten Arfc, wobei 
dieZersetzungsproducte der Ströme gleich sind, bleibt also auch 
der Ueberschuss der halben lebendigen Kraft der gesammten ent- 
wickelten Wärme und der gewonnenen halben lebendigen Kraft 
der ponderablen Materie über die Arbeit der äusseren Kräfte 
constant. Wenn mithin im Besonderen die ponderable Materie 
am Ende der Bewegung niemals einen Gewinn an lebendiger 
Kraft aufweist, so bleibt der Ueberschuss der halben lebendigen 
Kraft der entwickelten Wärme über die Arbeit der äusseren 
Kräfte constant. Die negative Arbeit der äusseren Kräfte kann 
man aber als eine vom Systeme verrichtete äussere Arbeit auf- 
fassen, so dass also hier an Wärme ebensoviel verloren geht, 
als das System an äusserer Ai'beit verrichtet. 

b. Bewegung eines linearen Stromes und eines per- 
manenten Magneten. 

Bei der Bewegung eines Systemes, in welchem die Beschleu- 
nigung von der Wechselwirkung zwischen einem linearen elek- 
trischen Strome und einem permanenten Magneten herrührt, fin- 
det seitens des ersten in den Leitungen der Elementarströrae, 
durch welche wir den Magneten ersetzt denken können, keine 
Induction statt. Auch wird in jenen Elementarströmen keine 
Wärme entwickelt und ihre relative Lage bleibt ungeändert. 
Bezeichnen wir also die verschiedenen bei dem Strome in Be- 
tracht kommenden Grössen durch dieselben Buchstaben wie frü- 
her und ferner noch das Potential des ganzen Magneten in Be- 
zug auf den Stromleiter, diesen von einem Strome mit der In- 
tensität Eins durchflössen gedacht, durcli W, so bat man: 

dC= 2wJ''dt, dH= 2tvIJdt, dL = idW. 
Es ist folglich: 



und da man hat: 
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dH=dC — 2wJJIdty 



w dt 



80 ergiebt sich : 



dn=dC-\-idW, 
wofür man auch schreiben kann: 

dH=dC-^dL. 
Durch Integration ergiebt sich hieraus: 

IT= C+L. 
Wenn neben den elektrischen und magnetischen Kräften auch 
noch äussere Kräfte wirken und zugleich Reibung stattfindet, 
80 erhält man mit Beibehaltung der frülier gebrauchten Bezeich- 
nungsweise; 

11+ N= C+ C' + L. 
Bei einem Systeme der hier betrachteten Art ist der letzten 
Gleichung zufolge die Aibeit der elektrischen und der äusseren 
Kräfte stets gleich der halben lebendigen Kraft der entwickel- 
ten Strom- und Reibungs- Wärme, vermehrt um die gewonnene 
halbe lebendige Kraft der ponderablen Materie. 

c. Bewegung eines linearen elektrischen Stromes 
und eines magnetisirbaren Körpers. 

In einem bewegten Systeme, welches aus einem linearen 
Strome und einem magnetisirbaren Körper besteht, ändert sich 
im Allgemeinen der magnetische Zustand des letzteren. Unter 
Anderem können wir uns diesen Zustand dadiu'ch erzeugt den- 
ken, dass die Wirkung des Stromes eine Richtung der Elemen- 
tarströme hervorruft, welche ursprünglich in dem beeinflussten 
Körper vorhanden und so vertheilt sind, dass innerhalb eines 
jeden verschwindend kleinen Volumtheiles in magnetischer Hin- 
sicht keine Richtung vor der andern ausgezeichnet ist. Eine In- 
duction und Wärmeentwickelung findet in der Leitung dieser 
Ströme nicht statt. Wie bereits früher bemerkt, nehmen wir 
an, dass der Zustand des magnetisirbaren Körpers zu jeder Zeit 
mit dem magnetischen Gleichgewichtszustande zusammenfalle, 
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welcher der augenblicklichen relativen Lage des Körpers und 
des Stromes, sowie der Intensität des letzteren, entspricht. 
Alsdann muss für jede Variation der zur betreffenden Zeit statt- 
findenden relativen Lage des Leiters und des Körpers, wobei 
die einzelnen Punkte um Unendlich-Kleines verschoben werden, 
die Arbeit der Kräfte, welche die auf die ponderable Materie 
übergehende Wechselwirkung des Stromes und des magnetisir- 
ten Körpers darstellen, gleich sein der Variation des Potentia- 
les des Magnetismus in Bezug auf den Strom, vermehrt um die 
Variation des halben Potentiales des Magnetismus in Bezug auf 
sich selbst. Es ergiebt sich dies leicht aus den Regeln für das 
magnetische Gleichgewicht des Körpers und einer der perma- 
nent magnetischen Scheiben, durch welche sich zur Bestimmung 
der gedachten Arbeit der Strom ersetzen lässt. 

Bezeichnen wir das Potential des durch den Strom erzeug- 
ten Magnetismus in Bezug auf den Stromleiter, diesen von einem 
Strome mit der Intensität Eins durchflössen gedacht, durch W, 
femer die Hälfte des Potentiales des Magnetismus in Bezug auf 
sich selbst durch SB, so ist nach dem Obigen: 

dL = idW + dffi. 
Ferner hat man: 

91 dW 
dC=2wjm, dH= 2wIJdt, JI= — — .11J1.. 

' w dt 

Hiemach ist: 

dH=dC + dL — d^. 
Wenn das System sich im Verlaufe der Zeit so ändert, dass 
sein Endzustand in elektrischer und magnetischer Hinsicht mit 
dem Anfangszustande zusammenfitUt, so ist wie in den bereits 
betrachteten analogen Fällen: 

ir= c + L. 

Wenn überdies noch äussere Kräfte und Reibungswiderstände 
auftreten, so ergiebt sich gleichfalls: 

H-i- N= C+ C' + i.. 
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(L Bewegung eines £lektromotor8. 

In den Kreis eines linearen elektrischen Stromes seien zwei 
rabtrollen mit magneüsirbaren Kernen eingeschaltet, und in 
T einen lasse sich der Strom mittelst eines Gyrotropen um- 
)hren. Die Axen beider Bollen mögen in eine Linie zusam- 
enfallen und nur längs dieser Linie möge der einen Bolle oder 
ich beiden Bollen eine hin- und hergehende Bewegung gestat- 
t sein; dann wird man durch gehörige Anwendung des Gyro- 
3pen bewirken können, dass sich die Bollen in Folge der elek- 
Lschen und magnetischen Anziehungen und Abstossungen ab- 
^chselnd einander nähern und von einander entfernen. Auch 
tnn durch schickliche Einrichtungen bewirkt werden, dass der 
gewonnene Elektromotor in regelmässiger Weise eine Arbeit 
jrrichtet, z. B. ein Gewicht hebt, während er selbst zugleich 
,8 Spiel des Gyrotropen in Gang erhält. 

Es sei nun Wi das halbe Potential der einen Bolle in Be- 
g auf sich selbst, d. h. die Summe der Potentiale von je zwei 
rer Windungen in Bezug auf einander. Femer seien Wi' und 
'2 die Potentiale des im Elektromagneten der ersten Bolle auf- 
etenden Magnetismus in Bezug auf die ei*ste und zweite Bolle, 
\' das halbe Potential dieses Magnetismus in Bezug auf sich 
Ibst. Analoge Bedeutungen wie Wi , W/, W2' und SQB' für die 
ste Bolle und ihren Elektromagneten sollen W^, Wi", W2" 
id SQB" für die zweite Bolle und ihren Elektromagneten haben, 
adlich werde durch W das Potential der einen Bolle in Bezug 
if die andere und durch 2B das Potential des einen Elektro- 
agneten in Bezug auf den andern bezeichnet. Man hat als- 
inn, wenn, wie unterstellt werde, die Wirkungen zwischen 
m Bollen mit ihren Kernen einerseits und den übrigen Thei- 
n der Stromleitung andererseits ausser Acht gelassen werden 
innen und wenn übrigens die bisherige Bezeichnungsweise heu 
3h alten und sofort die Wirkung äusserer Kräfte, sowie die der 
eibung berücksichtigt wird: 

dH= 2wtJdt, 
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dL = dN- dC + i^dW + id (W/ + Wj' + Wi" + W/) 

+ d(ßi + 2D' + m"), 

z/jrf«=-— d(2i[ir+Tr, + Fs]+w,'+W2'+w,"+Ws"). 

Hieraus ergiebt sich; 

dII=dC-\-dC' - dN+ dL -\-d{i^[W+ Wi + W^]) 

— dm -f goß' -f- SB"). 

Für solche Bewegungen des Elektromotors, wobei der Endzu- 
stand in Bezug auf die elektrischen und magnetischen Verhält- 
nisse dem Anfangszustande gleich ist, folgt aus der letzten Glei- 
chung durch Integration nach der Zeit: 

II-j- N= C+ C' + L. 
Wir schliessen aus diesem Ergebnisse unter Anderem Fol- 
gendes. Wenn der Elektromotor eine Anzahl Male seine perio- 
dischen Bewegungen ausfülirt ohne eine äussere Arbeit zu ver- 
richten, und so, dass schliesslich seine ponderable Materie keinen 
Gewinn an lebendiger Kraft aufweist, so ist die ganze entwickelte 
Wärmemenge dieselbe, wie wenn die Bewegung der Kollen ver- 
hindert wird und der Strom so lange in Thätigkeit bleibt, bis 
dasselbe Quantum eines Bestandtheiles der Elektrolyte wie vor- 
her ausgeschieden ist. In dem letzten Falle rührt die entwickelte 
Wärme lediglich von der Wirkung des Stromes her, im ersten 
Falle ausserdem von der Ueberwindung des ßeibungswiderstan- 
des. Wenn aber der Elektromotor, während er seine periodische 
Bewegung ausführt, eine äussere Arbeit verrichtet, so ist die 
entwickelte Wärmemenge um ein dieser Arbeit entsprechendes 
Aequivalent kleiner als diejenige Wärmemenge, welche bei glei- 
cl)er chemischer Action im ruhenden Elektromotor erzeugt wird. 

Wir wollen hier kurz der Versuche gedenken, welche Favre 
(Recherches sur les courants hydro-(3lectriques. Compt. rend. T. 
XLV.) über die chemische Action und Wärmeentwickelung in 
einem Strome, welcher eine Arbeit verrichtet, angestellt hat, 
indem wir es jedoch dahingestellt sein lassen, in wie weit die- 
selben als eine Bestätigung der vorhergehenden Betrachtungen 
angesehen werden können. 

Der genannte Forscher schloss eine galvanische Kette von 
fünf Elementen ans amalgamirtem Zink und platinirtem Platin 
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und einen Elektromotor in je ein Calorimeter ein. Von dem 
Elektromotor blieb nur die Rolle, welche dazu diente, die Thä- 
tigkeit des Elektromotors nach aussen hin zu richten, und der 
Träger dieser Rolle, welcher durch eine Oeffnung der äusseren 
Hülle des betreffenden Calorimeters hindm*cLging, imeingescblos- 
sen. Der Elektromotor konnte mit der Kette durch Stücke von 
so geringem Widerstände verbunden werden, dass die in ihnen 
entwickelte Wärme vernachlässigt werden durfte. Als nun die 
Kette allein in Thätigkeit war, ergab sich durch Reduction, dass 
einer Entwickelung von 1 Gramm Wasserstoff eine Wärmeent- 
^vickelung von 18G82 Einheiten entsprach. Ferner wurde der 
JSlektromotor in den Strom eingeschaltet, ohne dass ihm jedoch 
eine Bewegung gestattet wurde, und die ganze Wärme, welche 
alsdann einer Entwickelung von 1 Gramm Wasserstoff entsprach, 
zu 186G7 ermittelt, wobei zu bemerken, dass der Minderbetrag 
von 15 Einheiten innerhalb der Grenzen der unvermeidlichen 
Beobachtungsfehler lag. Sodann wurde dem mit der Kette ver- 
bundenen Elektromotor gestattet zu functioniren , ohne hierbei 
eine äussere Arbeit zu verrichten. Die entwickelte Wärme 
rührte nunmehr nur zum Theil von den elektrischen imd mag- 
netischen Kräften, zum andern Theil von der Ueberwindung der 
gewöhnlichen Widerstandskräfte her. Für dieselbe chemische 
Action wie vorher wurde jetzt die ganze entwickelte Wärme 
gleicJi 18G57 gefunden. Als endlich der Elektromotor in Thätig- 
keit gesetzt und genöthigt wurde, eine äussere Arbeit, zum gröss- 
ten Theil in der Hebung eines Gewichtes bestehend, zu verrich- 
ten, fand sich durch Reduction für die Entwickelung von 1 Grm. 
Wasserstoff die entwickelte Wärme gleich 18374. Die ganze 
entsprechende äussere Arbeit, welche der Elektromotor hierbei 
zu verrichten hat, wurde, in der von uns gebrauchten Einheit 
ausgedrückt, zu 13124000 ermittelt, d.h. sie war entgegengesetzt 
gleich der Arbeit, welche die Schwerkraft bei Hebung von 
13124000 Grm. auf l<^ Höhe leistet. 

Machen wir nun im Hinblick auf die früheren Betrachtun- 
gen die Annahme, dass der Minderbetrag von 283 Wärmeeinhei- 
ten, wie er sich aus dem letzten Versuche im Vergleich mit dem 
vorhergehenden ergiebt, das Aequivalent der vom Elektromotor 
zu verrichtenden Arbeit ist, und bezeichnen wir wie früher, un- 
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ter ^ = 980,8 die Constante der Schwerkraft verstanden, durch 
Ag die halbe lebendige Kraft der Wärmeeinheit, so kommt : 

A = 46400. 

Schliesslich mögen hier noch einige Worte Platz finden über 
den Zusammenhang zwischen der ganzen in einer Kette ent- 
wickelten Wärme und der Summe der Wärmemengen, welche 
in den einzelnen chemischen Processen der Kette entwickelt oder 
gebunden würden, wenn jene isolirt vor sich gingen. Wir be- 
schränken uns hierbei wiederum auf solche Ketten , in welchen 
eine Gasentwickelung nicht stattfindet, und wollen ins Besondere 
die DanielTsche Kette ins Auge fassen. 

Bei der Danie 11' sehen Kette kann man den chemischen 
Hergang unter Anderem wie folgt auffassen. Der Kupfervitriol, 
in welchen die Kupferelektrode eingetaucht ist, wird zerlegt in 
Kupfer und Oxysulphion, während zugleich das Schwefelsäure- 
hydrat, in welches die Zinkelektrode eingetaucht ist, in Was- 
serstoff* und Oxysulphion zerlegt wird. Das aus dem Kupfervi- 
triol ausgeschiedene Kupfer schlägt sich auf die Kupferelektrode 
nieder, das aus dem Schwefelsäurehydrat ausgeschiedene Oxy- 
sulphion verbindet sich mit dem Metall der Zinkelektrode zu 
Zinkvitriol, und das aus dem Kupfervitriol ausgeschiedene Oxy- 
sulphion verbindet sich da, wo die flüssigen Leiter mit einander 
in Berührung kommen, mit dem aus dem Schwefelsäurehydrat 
ausgeschiedenen Wasserstoff zu Schwefelsäurehydrat. Für eine 
gegebene Zeit ist die Gesammtarbeit der chemischen Kräße 
gleich der Arbeit, welche diese Kräfte bei der Bildung des ent- 
standenen Zinkvitriols leisten, vermehrt um die Arbeit, welche 
bei der Zersetzung der entsprechenden Menge Kupfervitriol ge- 
leistet wird, denn die Arbeitsgrössen bei der Zersetzung des 
Schwefelsäurehydrates an der Zinkelektrode und bei der Bil- 
dung des Schwefelsäurehydrates an der Trennungsfläche der 
beiden Flüssigkeiten sind entgegengesetzt gleich. Die bei der 
Zersetzung des Kupfervitrioles geleistete Arbeit aber ist entge- 
gengesetzt gleich derjenigen, welche bei der Bildung einer gleich 
grossen Menge dieses Stoffes durch Verbindung von Kupfer mit 
Oxysulphion oder durch Verbindung von Kupfer mit Sauerstoff 
zu Kupferoxyd und nachheriger Verbindung dieses Oxydes mi* 
Schwefelsäure geleistet wird. 
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Als Aequivalent der Arbeit, welche die chemischen Ejräfte 
bei der Verbindung zweier Stoffe leisten, ist unter gewöhn- 
lichen Verhältnissen die halbe lebendige Kraft der in Folge 
der Verbindung auftretenden Wärmebewegung anzusehen. Es 
mögen nun die bei der Verbrennung von l»' Kupfer und l^'Zink 
entwickelten Wärmemengen bezüglich durch K und Z, ferner 
die Wärmemengen, welche entwickelt werden, wenn sich 1^ Ku- 
pferoxyd und \^ Zinkoxyd in verdünnter Schwefelsäure auflö- 
sen, bezüglich durch k und z bezeichnet werden. Alsdann wird 
nach dem Obigen, da sich die Atomgewichte von Sauerstoff, 
Kupfer und Zink wie die Zahlen 8, 31,7 und 32,6 verhalten, 
die halbe lebendige Kraft der Wärmemenge 

31J 40,6 39,7 

32,6 • 32,6 32,6 '^ — ^ 

gleich sein der Arbeit, welche die chemischen Kräfte in einer 
D an ieir sehen Kette leisten, während 1 Gramm der Zinkelek- 
trode aufgelöst wird. Als Aequivalent derselben Arbeit ist aber 
auch die halbe lebendige E^aft der Wärme anzusehen, welche 
bei gleichem Verbrauch an Zink in der ganzen Stromleitung 
entwickelt wird. Es ist daher fiir einen constanten Strom 
der Danieirschen Kette, in welchem während der Zeiteinheit 
1 Gramm Zink gelöst wird: 

gÄC=2wJ^ = ^. 

Diese Formel wird durch dieWerthe, welche sich aus der Beob- 
achtung für die Grössen C, i und iw ergeben haben, bestätigt. 
Was nämlich erstens die Grösse C betrifft, so ist nach Du long: 

K= 640, Z= 1298, 
und nach Favre und Silbermann (Recherches sur les quan- 
tit^ de chaleur d^gag^ dans les actions chimiques et mol^cu- 
laires. Ann. de Chim. et de Phys. 3«^« s^r. T. XXXVH):. 

Ä; = 207, ;Br = 268. 
Hiemach ergiebt sich für C der Werth 757. Statt des letzte- 
ren wollen wir den wahrscheinlich zuverlässigeren Werth 714 
anwenden, welchen Favre und Silbermann (a. a. O.) durch 
directe calorimetrische Bestimmung für die Wärmemenge fan- 
den, welche entwickelt wird, wenn sich l«* Zink in Kupfer- 
vitriollösung auflöst. 

Beer, Blektrostatik, Magnetitmas und ElektrodynamSk. ^ 
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Nach Eohlrausch und Weber beträgt femer ^ (Elektro - 
dynam. Maassbest. insbesondere Zurückfuhr, der Stromintensit.- 
Mess. auf mechan. Maass) in einem Strome, welcher während 
1 Secunde aus 9 Gramm Wasser i Gramm Wasserstoff aus- 
scheidet, die während derselben Zeit durch den Querschnitt flies- 
sende Quantität positiver Elektricität 149157.10» der von uns 
gewählten Einheiten, und ist mithin die Intensität, welche aus 
jenem Quantum durch Multiplication mit 4A erhalten wird, 
gleich 13591. Folglich hat man für einen Strom der Daniell'- 
sehen Kette, in welchem während der Zeiteinheit 1 Gramm der 
Zinkelektrode aufgelöst wird, da sich die Atomgewichte des 
Wasserstoffes und des Zinkes wie die Zahlen 1 und 32,6 zu ein- 
ander verhalten: 

. _ 13591 
'"732,6/ 
XJeber die Grösse iw endlich erhalten wir durch Versuche 
Aufschluss, welche Bosscha (über die mechanische Theorie 
der Elektrolyse. Pogg. Ann. GL CIIL) über die elektromoto- 
rische Kraft der DanielT sehen Kette angestellt hat. Nach 
dem genannten Forscher ist bei dieser Kette: 

i'u/ = 10258. 10^ 
wo i' die Intensität des Stromes, gemessen durch Weber's mag- 
netische Stromeinheit, und w' den Widerstand, gemessen durci 
Weber 's absolute Widerstandseinheit, bedeutet. Hiemach i^ 
für die von uns gewählten Einheiten : 

iuf= 4 V^. 10258. 10* A«. 

Setzen wir nun die oben aufgeführten Werthe der Grössen C, t 
und iw in die fragliche Formel ein, so finden wir: 

Ä = 43200, 
und dieser Werth nähert sich den Werthen, welche für die 
Constante Ä auf anderen Wegen erhalten wurden, so sehr, dasB 
man in diesem Ergebniss eine * Bestätigung der Formel er- 
blicken muss. 
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